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ΞΟΝΙΝΓΝΠ 

Σν βηβιίν πνπ θξαηάηε ζηα ρέξηα ζαο πεξηιακβάλεη ηελ 
χιε ηεο Άιγεβξαο θαη ησλ Πηζαλνηήησλ πνπ 
πξνβιέπεηαη απφ ην πξφγξακκα ζπνπδψλ ηεο Α’ ηάμεο 
ηνπ Γεληθνχ Λπθείνπ. 

Σν βηβιίν απηφ πξνήιζε απφ αλακφξθσζε ηεο Α’ 
έθδνζεο (2010) ηνπ βηβιίνπ ΑΛΓΔΒΡΑ Α’ ΓΔΝΗΚΟΤ 
ΛΤΚΔΗΟΤ, ηνπ νπνίνπ ηε ζπγγξαθηθή νκάδα απνηεινχλ 
νη .Αλδξεαδάθεο, Β.Καηζαξγχξεο, .Παπαζηαπξίδεο, 
Γ.Πνιχδνο θαη Α.βέξθνο. Πξνζηέζεθαλ επίζεο δπν 
αθφκα θεθάιαηα: ην θεθάιαην «Πηζαλφηεηεο» θαη ην 
θεθάιαην «Πξφνδνη». 

Σν θεθάιαην «Πηζαλφηεηεο» είλαη κέξνο ηνπ αληίζηνηρνπ 
θεθαιαίνπ απφ ην βηβιίν ΜΑΘΖΜΑΣΗΚΑ ΚΑΗ ΣΟΗΥΔΗΑ 
ΣΑΣΗΣΗΚΖ Γ’ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ (2010) ηνπ νπνίνπ 
ηε ζπγγξαθηθή νκάδα απνηεινχλ νη Λ.Αδακφπνπινο, 
Υ.Γακηαλνχ θαη Α.βέξθνο. Σν θεθάιαην «Πξφνδνη» 
είλαη κέξνο ηνπ αληίζηνηρνπ θεθαιαίνπ απφ ην βηβιίν 
ΑΛΓΔΒΡΑ Β’ ΓΔΝΗΚΟΤ ΛΤΚΔΗΟΤ (2010), ηνπ νπνίνπ ηε 
ζπγγξαθηθή νκάδα απνηεινχλ νη .Αλδξεαδάθεο, 
Β.Καηζαξγχξεο, .Παπαζηαπξίδεο, Γ.Πνιχδνο θαη 
Α.βέξθνο. 

Σν πεξηερφκελν ηνπ βηβιίνπ πεξηιακβάλεη ζε γεληθέο 
γξακκέο ηα εμήο: 

ην 1ν Θεθάιαην γίλεηαη κηα εηζαγσγή ζηε Θεσξία ησλ 
Πηζαλνηήησλ. Ζ απφδεημε ησλ ηδηνηήησλ ηεο 
πηζαλφηεηαο ελφο ελδερνκέλνπ γίλεηαη κφλν ζηελ 
πεξίπησζε πνπ ηα απιά ελδερφκελα είλαη ηζνπίζαλα. Ζ 
Θεσξία ησλ Πηζαλνηήησλ αζρνιείηαη κε θαηαζηάζεηο 
φπνπ ππάξρεη αβεβαηφηεηα, θαη απηφ ηελ θάλεη ηδηαίηεξα 
ζεκαληηθή ζηηο εθαξκνγέο ηεο θαζεκεξηλήο δσήο. 
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ην 2ν Θεθάιαην επαλαιακβάλνληαη, ζπκπιεξψλνληαη 
θαη επεθηείλνληαη νη βαζηθέο ηδηφηεηεο ησλ 
πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 

ην 3ν Θεθάιαην επαλαιακβάλνληαη, επεθηείλνληαη θαη 
εμεηάδνληαη ζπζηεκαηηθά φζα είλαη γλσζηά απφ ην 
Γπκλάζην γηα ηηο εμηζψζεηο 1νπ θαη 2νπ βαζκνχ. Δπίζεο 
εμεηάδνληαη εμηζψζεηο πνπ, γηα λα επηιπζνχλ, αλάγνληαη 
ζε 1νπ θαη 2νπ βαζκνχ. 

ην 4ν Θεθάιαην παξνπζηάδνληαη αληζψζεηο 1νπ θαη 
2νπ βαζκνχ θαζψο θαη αληζψζεηο πνπ, γηα λα 
επηιπζνχλ, αλάγνληαη ζε 1νπ θαη 2νπ βαζκνχ. 

ην 5ν Θεθάιαην γίλεηαη εηζαγσγή ζηελ έλλνηα ηεο 
αθνινπζίαο πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, θαη εμεηάδνληαη ε 
αξηζκεηηθή θαη ε γεσκεηξηθή πξφνδνο σο εηδηθέο 
πεξηπηψζεηο θαλνληθφηεηαο (pattern) ζε αθνινπζίεο. 

ην 6ν Θεθάιαην εηζάγεηαη ε έλλνηα ηεο ζπλάξηεζεο. Ζ 
ζπλάξηεζε είλαη κηα ζεκειηψδεο έλλνηα πνπ δηαπεξλά 
φινπο ηνπο θιάδνπο ησλ Μαζεκαηηθψλ θαη έρεη θεληξηθή 
ζεκαζία γηα ηελ πεξαηηέξσ αλάπηπμε θαη εθαξκνγή 
ηνπο. 

ην 7ν Θεθάιαην γίλεηαη κειέηε ησλ ζπλαξηήζεσλ 

ƒ(x)=αx
2
,  

a
f(x)

x
    

θαη  

ƒ(x)=αx
2
+βx+γ. Ζ κειέηε ηεο ƒ(x)=αx

2
+βx+γ είλαη ν 

θεληξηθφο ζηφρνο ηνπ θεθαιαίνπ απηνχ. 
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ΔΗΠΑΓΥΓΗΘΝ ΘΔΦΑΙΑΗΝ 

 

Δ.1  ΣΟ ΛΔΞΗΛΟΓΗΟ ΣΖ ΛΟΓΗΚΖ 

 
ηε παξάγξαθν απηή ζα γλσξίζνπκε κεξηθέο βαζηθέο 
έλλνηεο ηεο Λνγηθήο, ηηο νπνίεο ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε 
ζηε ζπλέρεηα, φπνπ απηφ θξίλεηαη αλαγθαίν, γηα ηε ζα-
θέζηεξε δηαηχπσζε καζεκαηηθψλ ελλνηψλ, πξνηάζεσλ 
θηι. Σα παξαδείγκαηα πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε 
αλαθέξνληαη ζε έλλνηεο θαη ηδηφηεηεο πνπ είλαη γλσζηέο 
απφ ην Γπκλάζην. 
 

Ζ ζπλεπαγσγή 
 

Αο ζεσξήζνπκε δχν πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο α θαη β. 
Δίλαη γλσζηφ φηη:  

Αλ οη αρηζκοί α θαη β είλαη ίζοη, ηόηε θαη ηα ηεηράγωλα 
ηοσς ζα είλαη ίζα. 

 

Απηφ ζεκαίλεη φηη: 
 

Αλ ο ηζτσρηζκός «α = β» είλαη αιεζής, ηόηε θαη ο 
ηζτσρηζκός «α

2
 = β

2
» ζα είλαη αιεζής. 

 

Γη’  απηφ ιέκε φηη ν ηζρπξηζκφο «α
2
 = β

2
»  ζπλεπάγεηαη 

ηνλ ηζρπξηζκφ « α = β » θαη γξάθνπκε:.
 

2 2        
 

Γεληθά: 
 

P θαη Q είλαη δχν ηζρπξηζκνί, ηέηνηνη ψζηε, φηαλ  

αιεζεχεη ν P λα αιεζεχεη θαη ν Q, ηφηε ιέκε φηη ν P  

ζπλεπάγεηαη ηνλ Q θαη γξάθνπκε P Q
 

 

 

Ο ηζρπξηζκφο «P Q » ιέγεηαη ζπλεπαγσγή θαη 

πνιιέο θνξέο δηαβάδεηαη «αλ P, ηόηε Q». Ο P ιέγεηαη 
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ππόζεζε ηεο ζπλεπαγσγήο, ελψ ν Q ιέγεηαη 

ζπκπέξαζκα απηήο
(1)

. 

 

Ζ ηζνδπλακία ή δηπιή ζπλεπαγσγή 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηηο γλσζηέο καο απφ ην Γπκλάζην 
ζπλεπαγσγέο: 

 
2 2        (1) 

θαη 
           (2), 

πνπ ηζρχνπλ γηα φινπο ηνπο πξαγκαηηθνχο α, β θαη γ. 
Παξαηεξνχκε φηη: 
 Γηα ηελ πξψηε ζπλεπαγσγή, δελ ηζρχεη ην 

αληίζηξνθν. Γειαδή δελ ηζρχεη ε ζπλεπαγσγή  
 

2 2        γηα φινπο ηνπο πξαγκαηηθνχο 

αξηζκνχο α θαη β, αθνχ γηα παξάδεηγκα είλαη  
 

  
2 23 3  ελψ 3 3  . 

 

(1) ηελ θαζεκεξηλή πξάμε, ζπλήζσο, δελ ρξεζηκνπνη-
νχκε ζπλεπαγσγέο κε ςεπδή ππφζεζε. Αιιά θαη ε 
καζεκαηηθή επηζηήκε δελ έρεη αλάγθε ηέηνηνπ είδνπο 
ζπλεπαγσγψλ. κσο, γηα ηερληθνχο ιφγνπο πνπ 
ζπλδένληαη κε ηελ επθνιία ηεο έθθξαζεο καζεκαηηθψλ 
δεηεκάησλ, ζα πηνζεηήζνπκε ηε ζχκβαζε φηη ε ζπλεπα-
γσγή «P Q » λα είλαη αιεζήο θαη ζηελ πεξίπησζε 
πνπ ε ππφζεζε P είλαη ςεπδήο. Έηζη, ε ζπλεπαγσγή  
«P Q » είλαη ςεπδήο, κφλν φηαλ ε ππφζεζε P είλαη 
αιεζήο θαη ην ζπκπέξαζκα Q είλαη ςεπδέο θαη αιεζήο 
ζε θάζε άιιε πεξίπησζε. Δθ πξψηεο φςεσο ε 
ζχκβαζε απηή θαίλεηαη πεξίεξγε, αιιά ζην πιαίζην ηνπ 
παξφληνο βηβιίνπ δελ κπνξνχλ λα εμεγεζνχλ νη ιφγνη 
πνπ νδήγεζαλ ζε απηή. 
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 Γηα ηε δεχηεξε, φκσο, ζπλεπαγσγή ηζρχεη θαη ην 
αληίζηξνθν. Γειαδή γηα φινπο ηνπο πξαγκαηηθνχο 

αξηζκνχο α, β, γ ηζρχεη θαη ε ζπλεπαγσγή: 
 

            
 

Γη’ απηφ ιέκε φηη νη δχν ηζρπξηζκνί είλαη ηζνδχλακνη 
θαη γξάθνπκε: 

 

           

Γεληθά: 
 

Αλ P θαη Q είλαη δχν ηζρπξηζκνί, ηέηνηνη ψζηε, φηαλ  
αιεζεχεη ν P, λα αιεζεχεη θαη ν Q θαη φηαλ αιεζεχεη ν  

Q, λα αιεζεχεη θαη ν P, ηφηε ιέκε φηη ν P ζπλεπάγεηαη  
ηνλ Q θαη αληηζηξόθσο ή, αιιηψο, φηη ν P είλαη  

ηζνδύλακνο κε ηνλ Q θαη γξάθνπκε P Q . 

 

Ο ηζρπξηζκφο «P Q » ιέγεηαη ηζνδπλακία θαη αξθεηέο 

θνξέο δηαβάδεηαη «P αλ θαη κόλν αλ Q». 

 
Ο ζχλδεζκνο «ή» 
 

Γλσξίδνπκε φηη: 
 

Το γηλόκελο δύο πραγκαηηθώλ αρηζκώλ α θαη β είλαη 
ίζο κε ηο κεδέλ, αλ θαη κόλο αλ έλας ηοσιάτηζηολ από 
ηοσς αρηζκούς α θαη β είλαη ίζος κε ηο κεδέλ. 

 

Γηα λα δειψζνπκε φηη έλαο ηνπιάρηζηνλ απφ ηνπο α θαη 
β είλαη ίζνο κε ην κεδέλ, γξάθνπκε α = 0 ή β = 0. Έηζη, 
έρνπκε ηελ ηζνδπλακία 
 

0 0  ή   0        
 

 

Γεληθά: 
 

Αλ P θαη Q είλαη δχν ηζρπξηζκνί, ηφηε ν ηζρπξηζκφο P  
ή Q αιεζεχεη κφλν ζηελ πεξίπησζε πνπ έλαο  
ηνπιάρηζηνλ απφ ηνπο δχν ηζρπξηζκνχο αιεζεχεη. 
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Ο ηζρπξηζκφο «P ή Q» ιέγεηαη δηάδεπμε ησλ P θαη Q. Γηα 
παξάδεηγκα ε εμίζσζε   

(x
2
 - x)(x

2
 -1) = 0 

 

αιεζεχεη, αλ θαη κφλν αλ έλαο ηνπιάρηζηνλ απφ ηνπο 

παξάγνληεο x
2
 - x θαη x

2
 - 1 είλαη ίζνο κε ην κεδέλ, 

δειαδή, αλ θαη κφλν αλ ηζρχεη ε δηάδεπμε: 
 

x
2
 - x = 0  ή  x

2
 - 1 = 0. 

 

Παξαηεξνχκε εδψ φηη: 
 Γηα x = 1 αιεζεχνπλ θαη νη δχν εμηζψζεηο, ελψ 
 Γηα x = 0 αιεζεχεη κφλν ε πξψηε θαη γηα x = -1 

αιεζεχεη κφλν ε δεχηεξε. 
 

Ο ζχλδεζκνο «θαη» 
 

Γλσξίδνπκε φηη: 

«Το γηλόκελο δύο πραγκαηηθώλ αρηζκώλ α θαη β είλαη 
δηάθορο ηοσ κεδελός, αλ θαη κόλολ αλ θαη οη δύο 
αρηζκοί α θαη β είλαη δηάθοροη ηοσ κεδελός». 

 

Γηα λα δειψζνπκε φηη θαη νη δχν αξηζκνί α θαη β είλαη 
δηάθνξνη ηνπ κεδελφο γξάθνπκε 

α  ≠ 0 θαη β ≠ 0 
Έηζη, έρνπκε ηελ ηζνδπλακία 

0 0      θαη β ≠ 0 
 

Γεληθά: 
 

Αλ P θαη Q είλαη δχν ηζρπξηζκνί, ηφηε ν ηζρπξηζκφο P  
θαη Q αιεζεχεη κφλν ζηελ πεξίπησζε πνπ θαη νη δχν  
ηζρπξηζκνί αιεζεχνπλ. 

 

Ο ηζρπξηζκφο «P θαη Q» ιέγεηαη ζύδεπμε ησλ P θαη Q. 
Γηα παξάδεηγκα, ν ηζρπξηζκφο 

 

x(x -1) = 0 θαη (x -1)( x +1) = 0 
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αιεζεχεη γηα εθείλα ηα x γηα ηα νπνία αιεζεχνπλ θαη νη 
δχν εμηζψζεηο, δειαδή γηα x = 1. 

 

ΔΟΥΡΖΠΔΗΠ ΘΑΡΑΛΝΖΠΖΠ 
 
 

I. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο λα 
θπθιώζεηε ην γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
αιεζήο γηα όινπο ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α θαη 
β. Γηαθνξεηηθά λα θπθιώζεηε ην γξάκκα Τ. 
 

1. 
2 9 3      Α  Φ 

2. 
2 1      Α Φ 

3. 
2 1      Α Φ 

4. 
22 4      Α Φ 

5. 22 4      Α Φ 

6. 
22 4      Α Φ 

7. 
2 4 2      Α Φ 

8. 
2 4 2      Α Φ 

9. 2 θαη 3 6         Α Φ 
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II. Λα αληηζηνηρίζεηε θαζέλα από ηνπο ηζρπξηζκνύο 
ηεο νκάδαο Α' κε ηνλ ηζνδύλακό ηνπ ηζρπξηζκό από 
ηε νκάδα Β'. 

 

 
 
 
 
 
 
 

  

Α΄ ΝΚΑΓΑ 

1 x(x - 2) = 0 

2 x(x - 2) ≠ 0 

3 x
2
 = 4 

4 x
2
 = 4 θαη x < 0 

5 
x(x- 2) = 0  
θαη x(x-1) = 0 

6 x
2
 = 4 θαη x > 0 

Β΄ ΝΚΑΓΑ 

Α x ≠ 0 θαη  x ≠ 2 

Β x = 2 

Γ x = -2 ή x = 2 

Γ x = 0 

Δ x = 0 ή x = 2 

Ε x = -2 
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Δ.2 ΤΝΟΛΑ 
 

Ζ έλλνηα ηνπ ζπλφινπ 
 

Πνιινί άλζξσπνη ζπλεζίδνπλ λα ζπιιέγνπλ δηάθνξα 
πξάγκαηα, φπσο π.ρ. γξακκαηφζεκα, λνκίζκαηα, 
πίλαθεο δσγξαθηθήο, εθεκεξίδεο, βηβιία θηι. Οη πεξηζ-
ζφηεξνη ζπιιέθηεο ηαμηλνκνχλ ηηο ζπιινγέο ηνπο ζε 
θαηεγνξίεο, π.ρ. «γξακκαηφζεκα πνπ πξνέξρνληαη απφ 
ηελ ίδηα ρψξα», «λνκίζκαηα ηνπ πεξαζκέλνπ αηψλα», 
«πίλαθεο ηεο αλαγέλλεζεο» θηι. 
Δπίζεο απφ αξραηνηάησλ ρξφλσλ νη άλζξσπνη ελδηα-
θέξζεθαλ γηα ηνπο αξηζκνχο θαη ηνπο ηαμηλφκεζαλ ζε 
θαηεγνξίεο, φπσο είλαη π. ρ. «νη άξηηνη αξηζκνί», «νη 
πξψηνη αξηζκνί» θηι. 
πιινγέο ή θαηεγνξίεο φπσο νη παξαπάλσ ή αθφκε 
νκάδεο αληηθεηκέλσλ, νκνεηδψλ ή φρη, πνπ κπνξνχκε κε 
θάπνην ηξφπν λα ηα μερσξίζνπκε, νλνκάδνληαη ζηα 

Μαζεκαηηθά ζύλνια. χκθσλα κε ηνλ κεγάιν 
καζεκαηηθφ Cantor: 
 

Πύλνιν είλαη θάζε ζπιινγή αληηθεηκέλσλ, πνπ πξνέξ- 
ρνληαη απφ ηελ εκπεηξία καο ή ηε δηαλφεζή καο, είλαη  
θαιά νξηζκέλα θαη δηαθξίλνληαη ην έλα απφ ην άιιν. 

 

Σα αληηθείκελα απηά, πνπ απνηεινχλ ην ζχλνιν, 
νλνκάδνληαη ζηνηρεία ή κέιε ηνπ ζπλφινπ. 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
Έλα ζχλνιν πξέπεη λα είλαη, φπσο ζπλεζίδνπκε λα 
ιέκε, «θαιψο νξηζκέλν». Απηφ ζεκαίλεη φηη ηα ζηνηρεία 
ηνπ κπνξνχλ λα αλαγλσξίδνληαη κε ζηγνπξηά. Γηα 
παξάδεηγκα δελ κπνξνχκε λα κηιάκε γηα ην ζχλνιν 
ησλ κεγάισλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. Απηφ δελ είλαη 
ζχλνιν, κε ηε καζεκαηηθή έλλνηα ηνπ φξνπ, δηφηη δελ 
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ππάξρεη θαλφλαο πνπ λα θαζνξίδεη αλ έλαο 
πξαγκαηηθφο αξηζκφο είλαη ή δελ είλαη κεγάινο. Αλ 
φκσο ζεσξήζνπκε ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο πνπ 
είλαη κεγαιχηεξνη ηνπ 1000000, ηφηε απηνί απνηεινχλ 
ζχλνιν. 
Γηα λα ζπκβνιίζνπκε έλα ζχλνιν ζηα Μαζεκαηηθά, 
ρξεζηκνπνηνχκε έλα απφ ηα θεθαιαία γξάκκαηα ηνπ 
Διιεληθνχ ή ηνπ Λαηηληθνχ αιθαβήηνπ, ελψ γηα ηα 
ζηνηρεία ηνπ ρξεζηκνπνηνχκε ηα κηθξά γξάκκαηα 
απηψλ. Γηα παξάδεηγκα: 
 κε   ζπκβνιίδνπκε ην ζχλνιν ησλ θπζηθψλ αξηζκψλ,  
 κε   ην ζχλνιν ησλ αθεξαίσλ αξηζκψλ,  
 κε   ην ζχλνιν ησλ ξεηψλ αξηζκψλ θαη  

 κε   ην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ. 
 

Σα ζχκβνια      θαη  
 

Γηα λα δειψζνπκε φηη ην x είλαη ζηνηρείν ηνπ ζπλφινπ 
Α, γξάθνπκε x Α  θαη δηαβάδνπκε «ην x αλήθεη ζην Α», 
ελψ γηα λα δειψζνπκε φηη ην x δελ είλαη ζηνηρείν ηνπ 
ζπλφινπ Α γξάθνπκε x Α  θαη δηαβάδνπκε «ην x δελ 
αλήθεη ζην Α». Γηα παξάδεηγκα 
3

5
 ,   

3

5
 ,   2  ,   2  ,   2   θηι. 

 

Παξάζηαζε ζπλφινπ 
 

Γηα λα παξαζηήζνπκε έλα ζχλνιν ρξεζηκνπνηνχκε 
ζπλήζσο έλαλ απφ ηνπο παξαθάησ ηξφπνπο: 

α) ηαλ δίλνληαη φια ηα ζηνηρεία ηνπ θαη είλαη ιίγα ζε 
πιήζνο, ηφηε γξάθνπκε ηα ζηνηρεία απηά κεηαμχ δχν 
αγθίζηξσλ, ρσξίδνληαο ηα κε ην θφκκα. Έηζη π.ρ., αλ ην 
ζχλνιν Α έρεη σο ζηνηρεία ηνπο αξηζκνχο 2, 4 θαη 6, 
γξάθνπκε: 

Α = {2, 4, 6} 
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Πνιιέο θνξέο ρξεζηκνπνηνχκε έλαλ παξφκνην ζπκβν-
ιηζκφ θαη γηα ζχλνια πνπ έρνπλ πνιιά ή άπεηξα ζηνη-
ρεία, γξάθνληαο κεξηθά κφλν απφ απηά θαη απνζησπψ-
ληαο ηα ππφινηπα, αξθεί λα είλαη ζαθέο πνηα είλαη απηά 
πνπ παξαιείπνληαη. Έηζη γηα παξάδεηγκα ην ζχλνιν Β 
ησλ αθεξαίσλ απφ ην 1 κέρξη ην 100 ζπκβνιίδεηαη σο 
εμήο 

Β = {1, 2, 3, ... , 100}, 
 

ελψ ην ζχλνιν ησλ θιαζκάησλ ηεο κνξθήο 
1

v
, φπνπ λ 

ζεηηθφο αθέξαηνο, ζπκβνιίδεηαη σο εμήο: 
 
 

 
Ο παξαπάλσ ηξφπνο παξάζηαζεο ελφο ζπλφινπ 

ιέγεηαη «παξάζηαζε ηνπ ζπλφινπ κε αλαγξαθή ησλ 
ζηνηρείσλ ηνπ». 

β) Αλ απφ ην ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ 
επηιέμνπκε εθείλνπο πνπ έρνπλ ηελ ηδηφηεηα λα είλαη 
ζεηηθνί, ηφηε θηηάρλνπκε ην ζχλνιν ησλ ζεηηθψλ 
πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, ην νπνίν ζπκβνιίδεηαη κε: 

 x x 0   

θαη δηαβάδεηαη «Σν ζχλνιν ησλ x , φπνπ x > 0». 
Οκνίσο ην ζχλνιν ησλ άξηησλ αθεξαίσλ ζπκβνιίδεηαη 

 x x άξηηνο  

Γεληθά, αλ απφ έλα ζχλνιν Χ επηιέγνπκε εθείλα ηα 
ζηνηρεία ηνπ, πνπ έρνπλ κηα νξηζκέλε ηδηφηεηα Η, ηφηε 
θηηάρλνπκε έλα λέν ζχλνιν πνπ ζπκβνιίδεηαη κε: 
 

 x x έρεη ηελ ηδηφηεηα    

θαη δηαβάδεηαη «Σν ζχλνιν ησλ x , φπνπ x έρεη ηελ 
ηδηφηεηα Η». Ο παξαπάλσ ηξφπνο παξάζηαζεο ελφο 
ζπλφινπ ιέγεηαη «παξάζηαζε ηνπ ζπλφινπ κε 

πεξηγξαθή ησλ ζηνηρείσλ ηνπ». 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Γ = 








1, 
 1 

2
, 

 1 

3
, 

 1 

4
, ...
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Ίζα ζχλνια 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηψξα ηα ζχλνια: 

 Α 1,  2     θαη    Β= x (x 1)(x 2) 0      
 

Δπεηδή νη ιχζεηο ηεο εμίζσζεο (x - 1)(x - 2) = 0 είλαη νη 
αξηζκνί 1 θαη 2, ην ζχλνιν Β έρεη ηα ίδηα αθξηβψο 
ζηνηρεία κε ην Α. ε απηήλ ηελ πεξίπησζε ιέκε φηη ηα 
ζχλνια Α θαη Β είλαη ίζα. 
 
Γεληθά: 

 

Γχν ζχλνια Α θαη Β ιέγνληαη ίζα, φηαλ έρνπλ ηα ίδηα  
αθξηβψο ζηνηρεία. 

 

Με άιια ιφγηα: 

«Γύν ζύλνια Α θαη Β ιέγνληαη ίζα, όηαλ θάζε ζηνη-

ρείν ηνπ Α είλαη θαη ζηνηρείν ηνπ Β θαη αληηζηξόθσο 
θάζε ζηνηρείν ηνπ Β είλαη θαη ζηνηρείν ηνπ Α». 

ηελ πεξίπησζε απηή γξάθνπκε Α = Β. 
 

Τπνζχλνια ζπλφινπ 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηα ζχλνια 
 

Α={1, 2, 3, ... , 15}      θαη      Β={1, 2, 3, ... , 100} 
 

Παξαηεξνχκε φηη θάζε ζηνηρείν ηνπ ζπλφινπ Α είλαη θαη 
ζηνηρείν ηνπ ζπλφινπ Β. ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε φηη 
ην Α είλαη ππνζχλνιν ηνπ Β. 
 

Γεληθά: 
 

Έλα ζχλνιν Α ιέγεηαη ππνζύλνιν ελφο ζπλφινπ Β,  
φηαλ θάζε ζηνηρείν ηνπ Α είλαη θαη ζηνηρείν ηνπ Β. 
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ηελ πεξίπησζε απηή γξάθνπκε Α Β . Άκεζεο 

ζπλέπεηεο ηνπ νξηζκνχ είλαη νη: 

i) Α Α , γηα θάζε ζχλνιν Α. 
 

ii) Αλ Α Β  θαη Β Γ , ηφηε Α Γ . 
 

iii) Αλ Α     Β θαη Β     Α, ηφηε Α = Β. 
 

Σν θελφ ζχλνιν 
 

Αο αλαδεηήζνπκε ηα ζηνηρεία ηνπ ζπλφινπ

 2x x 1     . Δίλαη θαλεξφ φηη ηέηνηα ζηνηρεία 

δελ ππάξρνπλ, αθνχ ε εμίζσζε x
2
 = -1 είλαη αδχλαηε 

ζην . Σν ζχλνιν απηφ, πνπ δελ έρεη θαλέλα ζηνηρείν, 

ιέγεηαη θελό ζύλνιν θαη ζπκβνιίδεηαη κε Ø ή { }.  
 

Γειαδή: 
 

Θελό ζύλνιν είλαη ην ζχλνιν πνπ δελ έρεη ζηνηρεία. 
 

Γερφκαζηε φηη ην θελφ ζχλνιν είλαη ππνζχλνιν θάζε 
ζπλφινπ. 
 

Γηαγξάκκαηα Venn 
 

Μηα επνπηηθή παξνπζίαζε ησλ ζπλφισλ θαη ησλ 
κεηαμχ ηνπο ζρέζεσλ γίλεηαη κε ηα δηαγξάκκαηα Venn. 
 Κάζε θνξά πνπ εξγαδφκαζηε κε ζχλνια, ηα ζχλνια 

απηά ζεσξνχληαη ππνζχλνια ελφο ζπλφινπ πνπ 

ιέγεηαη βαζηθό ζύλνιν θαη ζπκβνιίδεηαη κε Υ. Γηα 

παξάδεηγκα, ηα ζχλνια , θαη ,   , είλαη ππνζχλνια 

ηνπ βαζηθνχ ζπλφινπΧ= . 
 

Σν βαζηθφ ζχλνιν ζπκβνιίδεηαη κε  
ην εζσηεξηθφ ελφο νξζνγσλίνπ,  
ελψ θάζε ππνζχλνιν ελφο βαζηθνχ  

A 

Χ 
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ζπλφινπ παξηζηάλεηαη κε ην εζσηεξη- 
θφ κηαο θιεηζηήο θακπχιεο πνπ  
πεξηέρεηαη ζην εζσηεξηθφ ηνπ νξζνγσλίνπ. 

 Αλ    , ηφηε ην Α παξηζηάλεηαη  

κε ην εζσηεξηθφ κηαο θιεηζηήο  
θακπχιεο πνπ πεξηέρεηαη ζην  
εζσηεξηθφ ηεο θιεηζηήο θακπχιεο 
πνπ παξηζηάλεη ην Β. 

 
Πξάμεηο κε ζχλνια 
 

Έζησ Χ = {1, 2, 3, ...,10} έλα βαζηθφ ζχλνιν θαη δχν 
ππνζχλνιά ηνπ: 

Α = {1, 2, 3, 4}   θαη   Β = {3, 4, 5, 6}. 
 Σν ζχλνιν {1, 2, 3, 4, 5, 6}, πνπ έρεη σο ζηνηρεία ηα 

θνηλά θαη ηα κε θνηλά ζηνηρεία ησλ Α θαη Β, δειαδή ην 
ζχλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Χ πνπ αλήθνπλ 
ηνπιάρηζηνλ ζε έλα απφ ηα Α θαη Β ιέγεηαη έλσζε 
ησλ ζπλφισλ Α θαη Β. 

Γεληθά: 
 

Έλσζε δχν ππνζπλφισλ Α, Β  
ελφο βαζηθνχ ζπλφινπ Χ ιέγεηαη  
ην ζχλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Χ  
πνπ αλήθνπλ ηνπιάρηζηνλ ζε έλα  
απφ ηα ζχλνια Α θαη Β θαη  
ζπκβνιίδεηαη κε . 

 
Γειαδή είλαη: 

 Α Β x Χ x Α ή x Β      

 
 Σν ζχλνιν {3, 4} πνπ έρεη σο ζηνηρεία ηα θνηλά κφλν 

ζηνηρεία ησλ Α θαη Β ιέγεηαη ηνκή ησλ Α θαη Β. 

 

Β 

Χ 

Α 

Α 

Χ 

Β 
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Γεληθά: 
 

Ρνκή δχν ππνζπλφισλ Α, Β ελφο  
βαζηθνχ ζπλφινπ Χ ιέγεηαη ην  
ζχλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Χ πνπ  
αλήθνπλ θαη ζηα δχν ζχλνια Α,  
Β θαη ζπκβνιίδεηαη κε    

 

Γειαδή είλαη: 

 Α Β x Χ x Α θαη x Β      

 

ηελ πεξίπησζε πνπ δχν ζχλνια Α θαη Β δελ έρνπλ 
θνηλά ζηνηρεία, δειαδή φηαλ Α Β  , ηα δχν ζχλνια 

ιέγνληαη μέλα κεηαμχ ηνπο. 
 
 Σν ζχλνιν {5, 6, 7, 8, 9, 10} πνπ έρεη σο ζηνηρεία ηα 

ζηνηρεία ηνπ Χ πνπ δελ αλήθνπλ ζην Α, ιέγεηαη 
ζπκπιήξσκα ηνπ ζπλφινπ Α. 

 
Γεληθά: 
 

Ππκπιήξσκα ελφο ππνζπλφινπ Α  
ελφο βαζηθνχ ζπλφινπ Χ ιέγεηαη  
ην ζχλνιν ησλ ζηνηρείσλ ηνπ Χ  
πνπ δελ αλήθνπλ ζην Α θαη  

ζπκβνιίδεηαη κε Α΄. 
 
 

Γειαδή είλαη:  

 Α΄ x Χ x Α    

 
 
 
 
 

Α 

Χ 

Β 

Α Χ 

Α΄ 
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ΔΡΧΣΖΔΗ ΚΑΣΑΝΟΖΖ 

 

Η.  1. ηνπο παξαθάησ πίλαθεο λα ζπκπιεξψζεηε κε ην 
ζχκβνιν "" εθείλα ηα ηεηξαγσλάθηα ησλ νπνίσλ ν 
αληίζηνηρνο αξηζκφο αλήθεη ζην αληίζηνηρν ζχλνιν.  

     2. Πψο νλνκάδνληαη νη αξηζκνί γηα ηνπο νπνίνπο 
έρνπλ ζπκπιεξσζεί ηα ηεηξαγσλάθηα κφλν ηεο 
ηειεπηαίαο γξακκήο; 

     3. Να ρξεζηκνπνηήζεηε ηα δηαγξάκκαηα ηνπ Venn 
γηα λα παξαζηήζεηε ηηο δηαδνρηθέο ζρέζεηο εγθιεηζκνχ 
ησλ ζπλφισλ  ,  ,   θαη   θαη λα ηνπνζεηήζεηε κέζα 

ζε απηά ηνπο αξηζκνχο απηνχο.  
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II. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ εξσηήζεηο λα 

ζπκπιεξώζεηε ηηο ηζόηεηεο. 

  1. Αλ  Α= x x δηαηξέηεο ηνπ 16  θαη  

 Β= x x δηαηξέηεο ηνπ 24 , ηφηε: 
 

α) Α Β=.................. β) Α Β=................  
 

2. Αο ζεσξήζνπκε σο βαζηθφ ζχλνιν ην ζχλνιν Χ 
ησλ γξακκάησλ ηνπ ειιεληθνχ αιθαβήηνπ θαη ηα 
ππνζχλνιά ηνπ 

  Α= x Χ x θσλήελ  θαη  Β= x Χ x ζχκθσλν . 
 

Σφηε: 

α) Α Β=.......    β) Α Β=......   

γ) ΄=......          δ) B΄=...... 

III. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ εξσηήζεηο λα 

βάιεηε ζε θύθιν ηηο ζσζηέο απαληήζεηο. 

 
1. Έζησ δχν ζχλνια Α θαη Β. Σφηε: 

α)         β)         

γ)        δ) Β   
 

2. Έζησ δχν ζχλνια Α θαη Β. Σφηε: 

α) Α Α Β       β) Α Β Β      

γ) Α Β Α     δ) Β   
 

IV. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ εξσηήζεηο λα 

ζπκπιεξώζεηε ηηο ηζόηεηεο. 
1. Έζησ Χ έλα βαζηθφ ζχλνιν, Ø ην θελφ ζχλνιν 

θαη Α   .Σφηε:  

α) Ø΄ = ......   β) Χ΄ = ......   γ) (Α΄)΄ =..... 
 

2. Έζησ Α Β .Σφηε 

α).   .....  β) Α Β ....... 
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ΞΗΘΑΛΝΡΖΡΔΠ 

 

Δηζαγσγή 

Τπάξρεη ζε πνιινχο ε εληχπσζε φηη ην θχξην θίλεηξν 
γηα ηελ αλάπηπμε ηεο Θεσξίαο ησλ Πηζαλνηήησλ 
πξνήιζε απφ ην ελδηαθέξνλ ηνπ αλζξψπνπ γηα ηα 
ηπρεξά παηρλίδηα. εκαληηθή κάιηζηα ψζεζε ζηελ 
αλάπηπμε ηνπ θιάδνπ απηνχ ησλ Μαζεκαηηθψλ 
απνηέιεζε ε γφληκε αιιεινγξαθία πνπ αλαπηχρζεθε 
αλάκεζα ζηνπο Pascal θαη Fermat ην 17ν αηψλα κε 
αθνξκή δηάθνξα πξνβιήκαηα πνπ πξνέθπςαλ απφ ηελ 
ελαζρφιεζε ηνπ αλζξψπνπ κε ηα ηπρεξά παηρλίδηα. 

Μνινλφηη φκσο ηα ηπρεξά παηρλίδηα ήηαλ επξέσο 
δηαδεδνκέλα θαη ζηνπο Αξραίνπο Έιιελεο θαη ζηνπο 
Ρσκαίνπο, ε Θεσξία ησλ Πηζαλνηήησλ δελ 
αλαπηχρζεθε θαηά ηελ αξραηφηεηα, φπσο ζπλέβε κε 
άιινπο θιάδνπο ησλ Μαζεκαηηθψλ, αιιά πνιχ 
αξγφηεξα, ην 16ν θαη 17ν αηψλα κ.Υ. Γη’ απηφ πνιινί 
απνξξίπηνπλ ηελ άπνςε φηη ε Θεσξία ησλ 
Πηζαλνηήησλ νθείιεη ηε γέλεζή ηεο ζηελ ελαζρφιεζε 
ηνπ αλζξψπνπ κε ηα ηπρεξά παηρλίδηα θαη ηελ 
απνδίδνπλ ζηηο αλάγθεο λα ιπζνχλ πξνβιήκαηα πνπ 
παξνπζηάζηεθαλ κε ηελ αλάπηπμε ηνπ εκπνξίνπ, ησλ 
αζθαιίζεσλ, ηεο ζπιινγήο εζφδσλ ηνπ θξάηνπο θηι. Ζ 
αλάπηπμε ηεο Θεσξίαο ησλ Πηζαλνηήησλ νθείιεηαη 
επίζεο θαη ζηηο αλάγθεο ησλ Φπζηθψλ Δπηζηεκψλ 
φπσο ε εθαξκνγή ηεο Θεσξίαο θαικάησλ ζε 
αζηξνλνκηθέο παξαηεξήζεηο. 

1 
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Ζ Θεσξία ησλ Πηζαλνηήησλ αλαπηχρζεθε αθφκα 
πεξηζζφηεξν ην 18ν αηψλα κε ηηο αμηνζεκείσηεο 
εξγαζίεο ησλ καζεκαηηθψλ Bernoulli, De Moivre, 
Laplace θαη Gauss. Ηδηαίηεξα ν Laplace κε ηηο εξγαζίεο 
ηνπ άλνημε κηα θαηλνχξγηα επνρή γηα ηε Θεσξία 
Πηζαλνηήησλ. Γηαηί ν Laplace δελ πεξηνξίδεηαη κφλν ζηε 
καζεκαηηθή αλάιπζε ησλ ηπρεξψλ παηγληδηψλ, αιιά 
εθαξκφδεη ηα ζπκπεξάζκαηά ηνπ θαη ζε έλα πιήζνο 
απφ επηζηεκνληθά θαη πξαθηηθά πξνβιήκαηα. Έηζη, κε 
αθνξκή ηε κειέηε ησλ ζθαικάησλ πνπ πξνθχπηνπλ 
ζηηο επαλαιακβαλφκελεο κεηξήζεηο ηνπ ίδηνπ 
αζηξνλνκηθνχ κεγέζνπο αλαθαιχπηεηαη ε πεξίθεκε 
θαλνληθή θαηαλνκή ηνπ Gauss. Καηφπηλ απνδεηθλχεηαη 
φηη ε θαλνληθή θαηαλνκή απεηθνλίδεη φρη κφλν ηελ 
θαηαλνκή ησλ ζθαικάησλ ησλ αζηξνλνκηθψλ 
παξαηεξήζεσλ αιιά θαη ηελ θαηαλνκή πνιιψλ 
βηνινγηθψλ, θνηλσληθψλ θαη θπζηθψλ θαηλνκέλσλ. 
Έηζη, ζηε δηάξθεηα ηνπ 19νπ αηψλα γελληνχληαη λένη 
θιάδνη ησλ εθαξκνζκέλσλ καζεκαηηθψλ, φπσο είλαη ε 
Θεσξία ησλ θαικάησλ, ηα Αζθαιηζηηθά Μαζεκαηηθά 
θαη ε ηαηηζηηθή Μεραληθή. 

ηηο κέξεο καο ε Θεσξία ησλ Πηζαλνηήησλ κε ηηο 
εξγαζίεο πνιιψλ δηάζεκσλ καζεκαηηθψλ, φπσο είλαη 
νη Chebyshev, Markov, Von Mises, Kolmogorov θ.ά., 
έρεη ζεκεηψζεη αικαηψδε πξφνδν. Καηλνχξγηα 
ζεσξεηηθά απνηειέζκαηα παξέρνπλ λέεο δπλαηφηεηεο 
γηα ηε ρξεζηκνπνίεζε ησλ κεζφδσλ ηεο Θεσξίαο ησλ 
Πηζαλνηήησλ. Δίλαη αμηνζεκείσην ην γεγνλφο φηη νη 
εθαξκνγέο ησλ Πηζαλνηήησλ αλαθέξνληαη ζε έλα 
επξχηαην θάζκα επηζηεκψλ φπσο ε Φπζηθή, ε Υεκεία, 
ε Γελεηηθή, ε Φπρνινγία, ε Οηθνλνκνινγία, ε 
Σειεπηθνηλσλία, ε Μεηεσξνινγία θηι. 
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Ζ Θεσξία ησλ Πηζαλνηήησλ αλήθεη ζηνπο θιάδνπο ησλ 
Μαζεκαηηθψλ πνπ ζπκβαδίδνπλ κε ηελ αλάπηπμε ησλ 
θπζηθψλ επηζηεκψλ θαη ηεο ηερλνινγίαο. Απηφ δε 
ζεκαίλεη βέβαηα φηη ε Θεσξία ησλ Πηζαλνηήησλ είλαη 
απιψο έλα βνεζεηηθφ εξγαιείν γηα ηε ιχζε πξαθηηθψλ 
πξνβιεκάησλ ησλ άιισλ επηζηεκψλ. Απελαληίαο έρεη 
κεηαζρεκαηηζηεί ζε έλαλ απηνηειή θιάδν ησλ θαζαξψλ 
Μαζεκαηηθψλ, πνπ έρεη δηθά ηνπ πξνβιήκαηα θαη δηθέο 
ηνπ κεζφδνπο. 

 

1.1 ΓΔΗΓΜΑΣΗΚΟ ΥΧΡΟ - ΔΝΓΔΥΟΜΔΝΑ 

Πείξακα Σχρεο  

πσο γλσξίδνπκε απφ ηε Φπζηθή, αλ ζεξκάλνπκε 
απνζηαγκέλν λεξφ ζε 100

o
 Κειζίνπ ζηελ επηθάλεηα ηεο 

ζάιαζζαο, δειαδή ζε αηκνζθαηξηθή πίεζε 760 mm Hg, 
ην λεξφ ζα βξάζεη. Δπίζεο, αλ αθήζνπκε έλα ζψκα λα 
πέζεη ζην θελφ ππφ ηελ επίδξαζε ηεο βαξχηεηαο, 
κπνξνχκε λα πξνβιέςνπκε κε αθξίβεηα ην δηάζηεκα 
πνπ ζα δηαλχζεη ζε νξηζκέλν ρξφλν t. Κάζε ηέηνην 
πείξακα θαηά ην νπνίν ε γλψζε ησλ ζπλζεθψλ θάησ 
απφ ηηο νπνίεο εθηειείηαη θαζνξίδεη πιήξσο ην 

απνηέιεζκα ιέγεηαη αηηηνθξαηηθό (deterministic) 
πείξακα. 

Τπάξρνπλ φκσο θαη πεηξάκαηα ησλ νπνίσλ δελ 
κπνξνχκε εθ ησλ πξνηέξσλ λα πξνβιέςνπκε ην 
απνηέιεζκα, κνινλφηη επαλαιακβάλνληαη (θαηλνκεληθά 
ηνπιάρηζηνλ) θάησ απφ ηηο ίδηεο ζπλζήθεο. Έλα ηέηνην 

πείξακα νλνκάδεηαη πείξακα ηύρεο (random 
experiment). Γηα παξάδεηγκα, δελ κπνξνχκε λα 
πξνβιέςνπκε κε αθξίβεηα ηνλ αξηζκφ ησλ ηξνραίσλ 
αηπρεκάησλ πνπ ζπκβαίλνπλ ζε κηα εβδνκάδα ζε έλα 
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ζεκείν κηαο εζληθήο νδνχ, αθνχ ν αξηζκφο απηφο 
εμαξηάηαη απφ πνιινχο απξφβιεπηνπο παξάγνληεο.  

Πεηξάκαηα ηχρεο είλαη θαη ηα εμήο: 

1. Ρίρλεηαη έλα λφκηζκα θαη θαηαγξάθεηαη ε άλσ φςε 
ηνπ. 

2. Ρίρλεηαη έλα δάξη θαη θαηαγξάθεηαη ε έλδεημε ηεο άλσ 
έδξαο ηνπ. 

3. Γηαιέγεηαη απζαίξεηα κηα νηθνγέλεηα κε δχν παηδηά 
θαη εμεηάδεηαη σο πξνο ην θχιν ησλ παηδηψλ θαη ηε 
ζεηξά γέλλεζήο ηνπο. 

4. Ρίρλεηαη έλα λφκηζκα ψζπνπ λα θέξνπκε “γξάκκαηα” 
αιιά φρη πεξηζζφηεξν απφ ηξεηο θνξέο. 

5. Δπηιέγεηαη ηπραία κηα ηειεθσληθή ζπλδηάιεμε θαη 
θαηαγξάθεηαη ε δηάξθεηά ηεο. 

6. Γίλεηαη ε θιήξσζε ηνπ ΛΟΣΣΟ θαη θαηαγξάθεηαη ην 
απνηέιεζκα. 

7. Σελ παξακνλή ηνπ Πάζρα, ζηηο 5 κ.κ., κεηξάηαη ην 
κήθνο ηεο νπξάο ησλ απηνθηλήησλ ζηα πξψηα δηφδηα 
ηεο Δζληθήο νδνχ Αζελψλ-Λακίαο. 

8. Δπηιέγεηαη ηπραία κηα κέξα ηεο εβδνκάδνο θαη 
κεηξάηαη ν αξηζκφο ησλ ηειεζεαηψλ πνπ 
παξαθνινχζεζαλ ην απνγεπκαηηλφ δειηίν εηδήζεσλ 
ζηελ ΔΣ1. 

9. Δπηιέγεηαη ηπραία κηα ξαδηελεξγφο πεγή θαη 
θαηαγξάθεηαη ν αξηζκφο ησλ εθπεκπφκελσλ 
ζσκαηηδίσλ ζε ζπγθεθξηκέλν ρξνληθφ δηάζηεκα. 

 

Γεηγκαηηθφο Υψξνο  

ια ηα απνηειέζκαηα πνπ κπνξνχλ λα εκθαληζηνχλ ζε 
έλα πείξακα ηχρεο ιέγνληαη δπλαηά απνηειέζκαηα ή 
δπλαηέο πεξηπηψζεηο ηνπ πεηξάκαηνο. Σν ζχλνιν ησλ 
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δπλαηψλ απνηειεζκάησλ ιέγεηαη δεηγκαηηθόο ρώξνο 
(sample space) θαη ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε ην γξάκκα 

Χ. Αλ δειαδή σ1,σ2,...,σθ είλαη ηα δπλαηά 

απνηειέζκαηα ελφο πεηξάκαηνο ηχρεο, ηφηε ν 
δεηγκαηηθφο ρψξνο ηνπ πεηξάκαηνο ζα είλαη ην ζχλνιν: 

Χ={σ1,σ2,...,σθ}. 

Έηζη, ζην πξψην απφ ηα παξαπάλσ πεηξάκαηα ηχρεο, 
αλ κε Κ ζπκβνιίζνπκε ην απνηέιεζκα λα θέξνπκε 
“θεθαιή” θαη κε Γ ην απνηέιεζκα λα θέξνπκε 
“γξάκκαηα”, ηφηε ν δεηγκαηηθφο ρψξνο είλαη Χ={Κ,Γ}. 
Δπίζεο, ζην δεχηεξν απφ ηα παξαπάλσ πεηξάκαηα 
ηχρεο ε έλδεημε ηεο άλσ έδξαο κπνξεί λα είλαη έλαο 
απφ ηνπο αξηζκνχο 1, 2, 3, 4, 5, 6. Δπνκέλσο, ν 
δεηγκαηηθφο ρψξνο είλαη Χ={1,2,3,4,5,6}. 

Δλδερφκελα  

Σν ζχλνιν πνπ έρεη σο ζηνηρεία έλα ή πεξηζζφηεξα 
απνηειέζκαηα ελφο πεηξάκαηνο ηχρεο ιέγεηαη 

ελδερόκελν (event) ή γεγνλφο. Γηα παξάδεηγκα, ζηε 
ξίςε ελφο δαξηνχ ηα ζχλνια A={2,4,6},B={1,3,5} θαη 
Γ={6} είλαη ελδερφκελα. Σν Α είλαη ην ελδερφκελν λα 
θέξνπκε άξηην αξηζκφ, ην Β λα θέξνπκε πεξηηηφ αξηζκφ 
θαη ην Γ λα θέξνπκε 6. Δίλαη θαλεξφ φηη έλα ελδερφκελν 
είλαη ππνζχλνιν ηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ. Έλα 

ελδερφκελν ιέγεηαη απιό φηαλ έρεη έλα κφλν ζηνηρείν 

θαη ζύλζεην αλ έρεη πεξηζζφηεξα ζηνηρεία. Γηα 
παξάδεηγκα, ην Γ είλαη έλα απιφ ελδερφκελν, ελψ ηα Α 
θαη Β είλαη ζχλζεηα ελδερφκελα. ηαλ ην απνηέιεζκα 
ελφο πεηξάκαηνο, ζε κηα ζπγθεθξηκέλε εθηέιεζή ηνπ 
είλαη ζηνηρείν ελφο ελδερνκέλνπ, ηφηε ιέκε φηη ην 

ελδερφκελν απηφ πξαγκαηνπνηείηαη ή ζπκβαίλεη. 
Γη’απηφ ηα ζηνηρεία ελφο ελδερνκέλνπ ιέγνληαη θαη 
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επλντθέο πεξηπηώζεηο γηα ηελ πξαγκαηνπνίεζή ηνπ. 
Έηζη, γηα παξάδεηγκα, ην ελδερφκελν A={2,4,6} έρεη 
ηξεηο επλντθέο πεξηπηψζεηο θαη πξαγκαηνπνηείηαη, φηαλ 
θέξνπκε 2 ή 4 ή 6. 

Ο ίδηνο ν δεηγκαηηθφο ρψξνο Χ ελφο πεηξάκαηνο 
ζεσξείηαη φηη είλαη ελδερφκελν, ην νπνίν κάιηζηα 
πξαγκαηνπνηείηαη πάληνηε, αθνχ φπνην θαη αλ είλαη ην 
απνηέιεζκα ηνπ πεηξάκαηνο ζα αλήθεη ζην Χ. Γη’απηφ 

ην Χ ιέγεηαη βέβαην ελδερόκελν. Γερφκαζηε αθφκα σο 

ελδερφκελν θαη ην θελφ ζχλνιν ∅ πνπ δελ 
πξαγκαηνπνηείηαη ζε θακηά εθηέιεζε ηνπ πεηξάκαηνο 

ηχρεο. Γη’απηφ ιέκε φηη ην ∅ είλαη ην αδύλαην 
ελδερόκελν.  

Σν πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ελφο ελδερνκέλνπ Α ζα ην 
ζπκβνιίδνπκε κε N(A). Δπνκέλσο, αλ Χ={1,2,3,4,5,6} θαη 

A={2,4,6} έρνπκε N(Α)=3, N(Χ)=6 θαη Ν(∅)=0. 

 

Πξάμεηο κε Δλδερφκελα  

πσο είδακε, ηα ελδερφκελα είλαη ππνζχλνια ηνπ 
δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Χ. Δπνκέλσο, κεηαμχ ησλ 
ελδερνκέλσλ ελφο πεηξάκαηνο κπνξνχλ λα νξηζηνχλ νη 
γλσζηέο πξάμεηο κεηαμχ ησλ ζπλφισλ, απφ ηηο νπνίεο 
πξνθχπηνπλ λέα ελδερφκελα. Έηζη, αλ Α θαη Β είλαη δχν 
ελδερφκελα, έρνπκε: 

28 / 22 



  

 Σν ελδερφκελν A B , πνπ δηαβάδεηαη “Α ηνκή Β” ή 
“Α θαη Β” θαη πξαγκαηνπνηείηαη, φηαλ 
πξαγκαηνπνηνχληαη ζπγρξφλσο ηα Α θαη Β. 

 

 Σν ελδερφκελν A B , πνπ δηαβάδεηαη “Α έλσζε Β” 
ή “Α ή Β” θαη πξαγκαηνπνηείηαη, φηαλ 
πξαγκαηνπνηείηαη έλα ηνπιάρηζηνλ απφ ηα Α, Β. 
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 Σν ελδερφκελν A', πνπ δηαβάδεηαη “φρη Α” ή 
“ζπκπιεξσκαηηθφ ηνπ Α” θαη πξαγκαηνπνηείηαη, 
φηαλ δελ πξαγκαηνπνηείηαη ην Α. Σν A' ιέγεηαη θαη 
“αληίζεην ηνπ Α”. 

 

 
 
 

 Σν ελδερφκελν A - B, πνπ δηαβάδεηαη “δηαθνξά ηνπ 
Β απφ ην Α” θαη πξαγκαηνπνηείηαη, φηαλ 
πξαγκαηνπνηείηαη ην Α αιιά φρη ην Β. Δίλαη εχθνιν 
λα δνχκε φηη A B A B   . 
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ηνλ παξαθάησ πίλαθα ηα Α θαη Β ζπκβνιίδνπλ 
ελδερφκελα ελφο πεηξάκαηνο θαη ην σ έλα απνηέιεζκα 
ηνπ πεηξάκαηνο απηνχ. ηελ αξηζηεξή ζηήιε ηνπ πίλαθα 
αλαγξάθνληαη δηάθνξεο ζρέζεηο γηα ηα Α θαη Β 
δηαηππσκέλεο ζηελ θνηλή γιψζζα, θαη ζηε δεμηά ζηήιε  
αλαγξάθνληαη νη ίδηεο ζρέζεηο αιιά δηαηππσκέλεο ζηε 
γιψζζα ησλ ζπλφισλ. 
 

Σν ελδερφκελν  Α  
πξαγκαηνπνηείηαη 

A  

Σν ελδερφκελν Α δελ 
πξαγκαηνπνηείηαη 

A  (ή A ) 

Έλα ηνπιάρηζηνλ απφ 
ηα  Α  θαη  Β  πξαγκαην- 
πνηείηαη 

A B   

Πξαγκαηνπνηνχληαη 
ακθφηεξα ηα  Α  θαη  Β 

A B    

Γελ πξαγκαηνπνηείηαη 
θαλέλα απφ ηα  Α  θαη  Β 

(A B  ) 

Πξαγκαηνπνηείηαη κφλν 
ην  Α 

A B   (ή A B  ') 

Ζ πξαγκαηνπνίεζε ηνπ 
Α ζπλεπάγεηαη ηελ 
πξαγκαηνπνίεζε ηνπ Β 

A B  

 
Γηα παξάδεηγκα, ζηε ξίςε ελφο δαξηνχ έζησ ηα 
ελδερφκελα A={1,2,3,4} θαη B={2,4,6}. Αλ ην απνηέιεζκα 
ηεο ξίςεο είλαη ν αξηζκφο 1, ηφηε ηα ελδερφκελα 

A, A B, A B, B  , πξαγκαηνπνηνχληαη, ελψ ηα 

A , B, (A B)  , (A - B), A B  δελ πξαγκαηνπνηνχληαη. 
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Αζπκβίβαζηα Δλδερφκελα 

ηε ξίςε ελφο δαξηνχ αλ Α είλαη ην ελδερφκελν λα 
θέξνπκε άξηην αξηζκφ θαη B ην ελδερφκελν λα θέξνπκε 
πεξηηηφ αξηζκφ, έρνπκε A={2,4,6} θαη B={1,3,5}. 
Παξαηεξνχκε φηη ηα Α θαη B δελ κπνξνχλ λα 
πξαγκαηνπνηεζνχλ ζπγρξφλσο, αθνχ δελ έρνπλ 
θαλέλα θνηλφ ζηνηρείν. ηελ πεξίπησζε απηή ηα Α θαη B 
ιέγνληαη αζπκβίβαζηα.  

 

Γεληθά: Γύν ελδερόκελα Α θαη Β ιέγνληαη 
αζπκβίβαζηα, όηαλ A B  . Γχν αζπκβίβαζηα 

ελδερφκελα ιέγνληαη επίζεο μέλα κεηαμύ ηνπο ή 

ακνηβαίσο απνθιεηόκελα. 
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ΔΦΑΡΜΟΓΔ 

1
ε
 Οίρλνπκε έλα λόκηζκα ηξεηο δηαδνρηθέο θνξέο.  

  i) Λα γξαθηεί ν δεηγκαηηθόο ρώξνο Υ ηνπ 
πεηξάκαηνο. 
  ii) Λα παξαζηαζνύλ κε αλαγξαθή ηα ελδερόκελα 
πνπ πξνζδηνξίδνληαη από ηελ αληίζηνηρε ηδηόηεηα:  

Α1: “Ν αξηζκόο ησλ Θ ππεξβαίλεη ηνλ αξηζκό ησλ Γ” 
Α2: “Ν αξηζκόο ησλ Θ είλαη αθξηβώο 2” 
Α3: “Ν αξηζκόο ησλ Θ είλαη ηνπιάρηζηνλ 2” 
Α4: “Ίδηα όςε θαη ζηηο ηξεηο ξίςεηο” 
Α5: “Πηελ πξώηε ξίςε θέξλνπκε Θ”. 

  iii) Λα βξεζνύλ ηα ελδερόκελα 
  3 5 2 5 4A , A A , A A   .  

ΛΤΖ 

i)  Γηα λα πξνζδηνξίζνπκε ην δεηγκαηηθφ ρψξν, ζα 
ρξεζηκνπνηήζνπκε έλα δεληξνδηάγξακκα:
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   1
ε
 ξίςε    2

ε
 ξίςε    3

ε
 ξίςε   απνηέιεζκα

ΚΚΚ 
 

 

ΚΚΓ 
 

 

ΚΓΚ 
 

 

ΚΓΓ 
 

 

ΓΚΚ 
 

 

ΓΚΓ 
 

 

ΓΓΚ 
 

 

Κ 
 

 

Γ 
 

 

Κ 
 

 

Γ 
 

 

Κ 
 

 

Γ 
 

 

Κ 
 

 

 
Κ 
 

 

 

 

 

Γ 
 

 

 

 

 

Κ 
 

 

 

 

 

 

 
 

 

Κ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γ 
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Άξα, ν δεηγκαηηθφο ρψξνο ηνπ πεηξάκαηνο απνηειείηαη 
απφ δηαηεηαγκέλεο ηξηάδεο κε ζηνηρεία ην Κ θαη ην Γ θαη 
είλαη 

Χ={ΚΚΚ, ΚΚΓ, ΚΓΚ, ΚΓΓ, ΓΚΚ, ΓΚΓ, ΓΓΚ, ΓΓΓ}. 

ii)  Έρνληαο ππφςε ην δεηγκαηηθφ ρψξν Χ θαη ηελ 
αληίζηνηρε ηδηφηεηα έρνπκε: 

A1={ΚΚΚ, ΚΚΓ, ΚΓK, ΓΚΚ}. 

A2={ΚΚΚ, ΚΓΚ, ΓΚΚ}. 

A3={ΚΚΚ, ΚΚΓ, ΚΓK, ΓΚΚ}. (Παξαηεξνχκε φηη A3=A1) 

A4={ΚΚΚ, ΓΓΓ}. 

A5={ΚΚΚ, ΚΓΓ, KΓΚ, KΓΓ}. 

iii)  Σν A'3 πεξηέρεη εθείλα ηα ζηνηρεία ηνπ δεηγκαηηθνχ 

ρψξνπ πνπ δελ πεξηέρεη ην A3, πεξηέρεη δειαδή ηα 

ζηνηρεία ζηα νπνία ν αξηζκφο ησλ Κ είλαη κηθξφηεξνο 

απφ 2. Δπνκέλσο, A'3={ΚΓΓ, ΓΚΓ, ΓΓΚ, ΓΓΓ}. 

Σν ελδερφκελν 5 2A A  πεξηέρεη ηα θνηλά ζηνηρεία ησλ 

A5 θαη A2, δειαδή ηα ζηνηρεία κε δχν αθξηβψο Κ, εθ ησλ 

νπνίσλ ην έλα ζηελ πξψηε ζέζε. Δπνκέλσο, 

5 2A A {ΚΚΓ,ΚΓΚ}  . 

Σν ελδερφκελν 5 4A A  πεξηέρεη ηα ζηνηρεία πνπ ζηελ 

πξψηε ζέζε έρνπλ Κ ή ηα ζηνηρεία πνπ έρνπλ ίδηεο θαη 
ηηο ηξεηο ελδείμεηο. Δπνκέλσο, 

5 4A A {ΚΚΓ,ΚΓΚ,ΚΚΓ,ΚΚΚ,ΓΓΓ}  . 
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2
ε
 Γίλνληαη δύν ελδερόκελα Α θαη Β ελόο πεηξάκαηνο 

κε δεηγκαηηθό ρώξν Υ. Λα παξαζηαζνύλ κε 
δηαγξάκκαηα Venn θαη λα εθθξαζηνύλ κε ηε βνήζεηα 
ζπλόισλ ηα ελδερόκελα πνπ νξίδνληαη κε ηηο 
εθθξάζεηο:  

  i) Ξξαγκαηνπνηείηαη κόλν έλα από ηα Α θαη Β. 
  ii) Γελ πξαγκαηνπνηείηαη θαλέλα από ηα Α θαη Β. 

ΛΤΖ 

i)  Δπεηδή ζέινπκε λα πξαγκαηνπνηείηαη κφλν ην Α ή 
κφλν ην Β, γξακκνζθηάδνπκε ηηο επηθάλεηεο ησλ  Α  θαη  
Β  κε εμαίξεζε ηελ ηνκή ηνπο, δειαδή ηελ θνηλή 
επηθάλεηά ηνπο. 
Παξαηεξνχκε φηη ζηελ πεξίπησζε απηή 
πξαγκαηνπνηείηαη έλα κφλν απφ ηα Α-B θαη B-A. Άξα, ην 
δεηνχκελν ελδερφκελν είλαη ην (A B) (B A)    ή 

ηζνδχλακα ην (A B ) (A B)    . 
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 ii)  Δπεηδή ζέινπκε λα κελ πξαγκαηνπνηείηαη θαλέλα 

απφ ηα Α θαη Β, γξακκνζθηάδνπκε ηελ επηθάλεηα ηνπ Χ 

πνπ είλαη εθηφο ηεο έλσζεο ησλ Α θαη Β. ηελ 

πεξίπησζε απηή παξαηεξνχκε φηη ην δεηνχκελν 

ζχλνιν είλαη ζπκπιεξσκαηηθφ ηνπ A B , δειαδή ην 

(A B) . 
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ΑΚΖΔΗ 
 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 
1. Έλα θνπηί έρεη ηξεηο κπάιεο, κηα άζπξε, κηα καχξε 

θαη κηα θφθθηλε. Κάλνπκε ην εμήο πείξακα: παίξλνπκε 

απφ ην θνπηί κηα κπάια, θαηαγξάθνπκε ην ρξψκα ηεο 

θαη ηελ μαλαβάδνπκε ζην θνπηί. ηε ζπλέρεηα 

παίξλνπκε κηα δεχηεξε κπάια θαη θαηαγξάθνπκε 

επίζεο ην ρξψκα ηεο. (πσο ιέκε παίξλνπκε 

δηαδνρηθά δχν κπάιεο κε επαλαηνπνζέηεζε). 

 i) Πνηνο είλαη ν δεηγκαηηθφο ρψξνο ηνπ πεηξάκαηνο; 

 ii) Πνην είλαη ην ελδερφκελν “ε πξψηε κπάια λα είλαη 

θφθθηλε”; 

 iii) Πνην είλαη ην ελδερφκελν “λα εμαρζεί θαη ηηο δπν 

θνξέο κπάια κε ην ίδην ρξψκα”; 

 

2. Να επηιπζεί ην πξνεγνχκελν πξφβιεκα, ρσξίο φκσο 

ηψξα λα γίλεη επαλαηνπνζέηεζε ηεο πξψηεο κπάιαο 

πξηλ ηελ εμαγσγή ηεο δεχηεξεο. 

 (πσο ιέκε παίξλνπκε δηαδνρηθά δχν κπάιεο ρσξίο 

επαλαηνπνζέηεζε). 

 

3. Μηα νηθνγέλεηα απφ ηελ Αζήλα απνθαζίδεη λα θάλεη 

ηηο επφκελεο δηαθνπέο ηεο ζηελ Κχπξν ή ζηε 

Μαθεδνλία. ηελ Κχπξν κπνξεί λα πάεη κε 

αεξνπιάλν ή κε πινίν. ηε Μαθεδνλία κπνξεί λα 

πάεη κε ην απηνθίλεηφ ηεο, κε ηξέλν ή κε αεξνπιάλν. 

Αλ σο απνηέιεζκα ηνπ πεηξάκαηνο ζεσξήζνπκε ηνλ 

ηφπν δηαθνπψλ θαη ην ηαμηδησηηθφ κέζν, ηφηε: 

 i) Να γξάςεηε ην δεηγκαηηθφ ρψξν Χ ηνπ πεηξάκαηνο 
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 ii) Να βξείηε ην ελδερφκελν Α: “Ζ νηθνγέλεηα ζα πάεη 

κε αεξνπιάλν ζηνλ ηφπν ησλ δηαθνπψλ ηεο”. 

 

4. Έλα μελνδνρείν πξνζθέξεη γεχκα πνπ απνηειείηαη 

απφ ηξία πηάηα. Σν θχξην πηάην, ην ζπλνδεπηηθφ θαη 

ην γιπθφ. Οη δπλαηέο επηινγέο δίλνληαη ζηνλ 

παξαθάησ πίλαθα: 

Γεχκα Δπηινγέο 

Κχξην πηάην Κνηφπνπιν ή θηιέην 

πλνδεπηηθφ 
Μαθαξφληα ή ξχδη ή 
ρφξηα 

Γιπθφ Παγσηφ ή ηνχξηα ή δειέ 

 Έλα άηνκν πξφθεηηαη λα δηαιέμεη έλα είδνο απφ θάζε 

πηάην. 

 i) Να βξείηε ην δεηγκαηηθφ ρψξν ηνπ πεηξάκαηνο 

 ii) Να βξείηε ην ελδερφκελν Α: “ην άηνκν επηιέγεη 

παγσηφ” 

 iii) Να βξείηε ην ελδερφκελν Β: “ην άηνκν επηιέγεη 

θνηφπνπιν” 

 iv) Να βξείηε ην ελδερφκελν A B  

v) Αλ Γ ην ελδερφκελν: “ην άηνκν επηιέγεη ξχδη”, λα 

βξείηε ην ελδερφκελν(A B) Γ   

 

5. Ζ δηεχζπλζε ελφο λνζνθνκείνπ θσδηθνπνηεί ηνπο 

αζζελείο ζχκθσλα κε ην αλ είλαη αζθαιηζκέλνη ή φρη 

θαη ζχκθσλα κε ηελ θαηάζηαζε ηεο πγείαο ηνπο, ε 

νπνία ραξαθηεξίδεηαη σο θαιή, κέηξηα, ζνβαξή ή 

θξίζηκε. Ζ δηεχζπλζε θαηαγξάθεη κε 0 ηνλ 

αλαζθάιηζην αζζελή θαη κε 1 ηνλ αζθαιηζκέλν, θαη 
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ζηε ζπλέρεηα δίπια γξάθεη έλα απφ ηα γξάκκαηα α, β, 

γ ή δ, αλάινγα κε ην αλ ε θαηάζηαζή ηνπ είλαη θαιή, 

κέηξηα, ζνβαξή ή θξίζηκε. Θεσξνχκε ην πείξακα ηεο 

θσδηθνπνίεζεο ελφο λένπ αζζελνχο. Να βξείηε: 

 i) Σν δεηγκαηηθφ ρψξν  Χ  ηνπ πεηξάκαηνο. 

 ii) Σν ελδερφκελν Α: “ε θαηάζηαζε ηνπ αζζελνχο είλαη 

ζνβαξή ή θξίζηκε  

   θαη είλαη αλαζθάιηζηνο”. 

 iii) Σν ελδερφκελν Β: “ε θαηάζηαζε ηνπ αζζελνχο 

είλαη θαιή ή κέηξηα”. 

 iv) Σν ελδερφκελν Γ: “ν αζζελήο είλαη 

αζθαιηζκέλνο”. 

 

6. ε θαζεκηά απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο λα 

εμεηάζεηε αλ ηα ελδερφκελα Α θαη Β είλαη 

αζπκβίβαζηα: 

 i) Ρίρλνπκε έλα δάξη. Α είλαη ην ελδερφκελν λα 

θέξνπκε 3 θαη Β είλαη ην ελδερφκελν λα θέξνπκε 

άξηην αξηζκφ. 

 ii) Δπηιέγνπκε έλα άηνκν. Α είλαη ην ελδερφκελν λα 

έρεη γελλεζεί ζηελ Διιάδα θαη Β ην ελδερφκελν λα 

είλαη θαζνιηθφο. 

 iii) Δπηιέγνπκε κηα γπλαίθα. Α είλαη ην ελδερφκελν λα 

έρεη ειηθία άλσ ησλ 30 θαη Β ην ελδερφκελν λα είλαη 

παληξεκέλε πάλσ απφ 30 ρξφληα. 

 iv) Δπηιέγνπκε θάπνηνλ κε έλα απηνθίλεην. Α είλαη ην 

ελδερφκελν ην απηνθίλεηφ ηνπ λα είλαη επξσπατθφ θαη 

Β ην ελδερφκελν λα είλαη αζηαηηθφ. 
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7. Μεηαμχ ησλ νηθνγελεηψλ κε ηξία παηδηά επηιέγνπκε 

ηπραία κηα νηθνγέλεηα θαη εμεηάδνπκε ηα παηδηά σο 

πξνο ην θχιν θαη σο πξνο ηε ζεηξά γέλλεζήο ηνπο. 

Να γξάςεηε ην δεηγκαηηθφ ρψξν ηνπ πεηξάκαηνο. 

 

Β΄ ΟΜΑΓΑ 

1. Γχν παίθηεο ζα παίμνπλ ζθάθη θαη ζπκθσλνχλ 
ληθεηήο λα είλαη εθείλνο πνπ πξψηνο ζα θεξδίζεη δχν 
παηρλίδηα. Αλ α είλαη ην απνηέιεζκα λα θεξδίζεη ν 
πξψηνο παίθηεο έλα παηρλίδη θαη  β είλαη ην 
απνηέιεζκα λα θεξδίζεη ν δεχηεξνο παίθηεο έλα 
παηρλίδη, λα γξάςεηε ην δεηγκαηηθφ ρψξν ηνπ 
πεηξάκαηνο. 

 

2. Ρίρλνπκε έλα δάξη δχν θνξέο. Να βξείηε ηα 
ελδερφκελα: 

 Α:   “Σν απνηέιεζκα ηεο 1εο ξίςεο είλαη κεγαιχηεξν 
απφ ην απνηέιεζκα ηεο 2εο ξίςεο”. 

 Β:   “Σν άζξνηζκα ησλ ελδείμεσλ ζηηο δχν ξίςεηο είλαη 
άξηηνο αξηζκφο” 

 Γ:   “Σν γηλφκελν ησλ ελδείμεσλ ζηηο δχν ξίςεηο είλαη 
κηθξφηεξν ηνπ 5” 

 ηε ζπλέρεηα λα βξείηε ηα ελδερφκελα  
A B , 
A , 
B , 

(A B)  . 
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1.2 ΔΝΝΟΗΑ ΣΖ ΠΗΘΑΝΟΣΖΣΑ 

 

Δηζαγσγή  

Έλα απφ ηα θχξηα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ πεηξάκαηνο 
ηχρεο, φπσο είδακε, είλαη ε αβεβαηφηεηα γηα ην πνην 
απνηέιεζκα ηνπ πεηξάκαηνο ζα εκθαληζηεί ζε κηα 
ζπγθεθξηκέλε εθηέιεζή ηνπ. Δπνκέλσο, αλ Α είλαη έλα 
ελδερφκελν, δελ κπνξνχκε κε βεβαηφηεηα λα 
πξνβιέςνπκε αλ ην Α ζα πξαγκαηνπνηεζεί ή φρη. Γη’ 
απηφ είλαη ρξήζηκν λα αληηζηνηρίζνπκε ζε θάζε 
ελδερφκελν Α έλαλ αξηζκφ, πνπ ζα είλαη έλα κέηξν ηεο 
“πξνζδνθίαο” κε ηελ νπνία αλακέλνπκε ηελ 
πξαγκαηνπνίεζή ηνπ. Σνλ αξηζκφ απηφ ηνλ νλνκάδνπκε 
πηζαλφηεηα ηνπ Α θαη ηνλ ζπκβνιίδνπκε κε P(Α). Πψο 
φκσο ζα πξνζδηνξίζνπκε γηα θάζε ελδερφκελν ελφο 
πεηξάκαηνο ηχρεο ηελ πηζαλφηεηά ηνπ; Γειαδή πψο ζα 
βξνχκε κηα δηαδηθαζία κε ηελ νπνία ζε θάζε 
ελδερφκελν ζα αληηζηνηρίδνπκε ηελ πηζαλφηεηά ηνπ; Θα 
πξνζπαζήζνπκε ζηε ζπλέρεηα λα απαληήζνπκε ζηα 
εξσηήκαηα απηά. 

 

Έλλνηα θαη Ηδηφηεηεο ρεηηθήο πρλφηεηαο  

Αλ ζε λ εθηειέζεηο ελφο πεηξάκαηνο έλα ελδερφκελν Α 

πξαγκαηνπνηείηαη θ θνξέο, ηφηε ν ιφγνο 
v


 νλνκάδεηαη 

ζρεηηθή ζπρλφηεηα ηνπ Α θαη ζπκβνιίδεηαη κε fA. 
Ηδηαίηεξα αλ ν δεηγκαηηθφο ρψξνο ελφο πεηξάκαηνο είλαη 

ην πεπεξαζκέλν ζχλνιν Χ={σ1,σ2,...,σι} θαη ζε λ 
εθηειέζεηο ηνπ πεηξάκαηνο απηνχ ηα απιά ελδερφκελα 

{σ1},{σ2},...,{σι} πξαγκαηνπνηνχληαη θ1,θ2,...,θι θνξέο 
αληηζηνίρσο, ηφηε γηα ηηο ζρεηηθέο ζπρλφηεηεο   
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1 2
1 2f , f ,..., f

v v v




 
    

ησλ απιψλ ελδερνκέλσλ ζα έρνπκε: 

 1. i0 f 1, i 1,2,...,     

 (αθνχ i0 v   ) 

 

2. 
1 2

1 2
... v

f f ... f 1
v v




     
       

Αο εθηειέζνπκε ηψξα ην αθφινπζν πείξακα: Ρίρλνπκε 
έλα ζπκκεηξηθφ θαη νκνγελέο λφκηζκα θαη ζεκεηψλνπκε 
κε Κ ην απνηέιεζκα “θεθαιή” θαη κε Γ ην απνηέιεζκα 
“γξάκκαηα”. 

ηνλ παξαθάησ πίλαθα αλαθέξνληαη ην πιήζνο ησλ Κ 
θαη νη αληίζηνηρεο ζρεηηθέο ζπρλφηεηεο ζηηο 10, 20, 
30,…,200 ξίςεηο ηνπ λνκίζκαηνο ελψ ζην ζρήκα 1 
παξηζηάλεηαη ην αληίζηνηρν δηάγξακκα ζρεηηθψλ 
ζπρλνηήησλ. 
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Γηάγξακκα ζρεηηθψλ ζπρλνηήησλ Πίλαθαο ξίςεσλ ελφο 
λνκίζκαηνο 

λ θ fk 

10 7 0,700 

20 13 0,650 

30 16 0,533 

40 23 0,575 

50 26 0,520 

60 31 0,517 

70 33 0,471 

80 39 0,488 

90 43 0,478 

100 46 0,460 

110 53 0,482 

120 61 0,508 

130 66 0,508 

140 70 0,500 

150 73 0,486 

160 81 0,506 

170 87 0,512 

180 89 0,494 

190 93 0,489 

200 99 0,495 

 

1 
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0 

0,5 

1  fk 

0 50 100 150 200 

 v 

 
 

Παξαηεξνχκε φηη θαζψο απμάλεηαη ν αξηζκφο λ ησλ 
ξίςεσλ ε ζρεηηθή ζπρλφηεηα fk εκθάληζεο ηεο 
“θεθαιήο” ζηαζεξνπνηείηαη γχξσ απφ ηελ ηηκή 0,5 ή, 
φπσο ιέκε “ηείλεη” ζηνλ αξηζκφ 0,5. Απηφ επηβεβαηψλεη 
ηελ “πξνζδνθία” καο φηη ζηε ξίςε ελφο ζπκκεηξηθνχ 
θαη νκνγελνχο λνκίζκαηνο ή, φπσο ιέκε, ελφο 
“ακεξφιεπηνπ” λνκίζκαηνο, νη ζρεηηθέο ζπρλφηεηεο 
ησλ ελδερνκέλσλ {K},{Γ} είλαη ίζεο. Αλάινγα 
παξαδείγκαηα καο νδεγνχλ ζην ζπκπέξαζκα φηη νη 
ζρεηηθέο ζπρλφηεηεο πξαγκαηνπνίεζεο ησλ 
ελδερνκέλσλ ελφο πεηξάκαηνο ζηαζεξνπνηνχληαη γχξσ 
απφ θάπνηνπο αξηζκνχο (φρη πάληνηε ίδηνπο), θαζψο ν 
αξηζκφο ησλ δνθηκψλ ηνπ πεηξάκαηνο επαλαιακβάλεηαη 
απεξηφξηζηα. Σν εκπεηξηθφ απηφ εμαγφκελν, ην νπνίν 

επηβεβαηψλεηαη θαη ζεσξεηηθά, νλνκάδεηαη ζηαηηζηηθή 
νκαιόηεηα ή λόκνο ησλ κεγάισλ αξηζκώλ. 
Θα πξνζπαζήζνπκε ηψξα ζηεξηδφκελνη ζηηο 
πξνεγνχκελεο δηαπηζηψζεηο λα νξίζνπκε ηελ 
πηζαλφηεηα ελφο ελδερνκέλνπ. 
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Κιαζηθφο Οξηζκφο Πηζαλφηεηαο  
Αο εμεηάζνπκε ηελ εηδηθή πεξίπησζε ηνπ ακεξφιεπηνπ 
λνκίζκαηνο. Ρίρλνπκε έλα ηέηνην λφκηζκα θαη 
παξαηεξνχκε ηελ φςε πνπ ζα εκθαληζηεί. πσο 
δηαπηζηψζακε πξνεγνπκέλσο ε ζρεηηθή ζπρλφηεηα 
θαζελφο απφ ηα απιά ελδερφκελα {K},{Γ} ηείλεη ζηνλ 

αξηζκφ 
1

.
2

 

Οκνίσο ζα κπνξνχζακε λα δηαπηζηψζνπκε φηη ζηε 
ξίςε ελφο ακεξφιεπηνπ δαξηνχ ε ζρεηηθή ζπρλφηεηα 
θαζελφο απφ ηα απιά ελδερφκελα {1},{2},{3},{4},{5} θαη 

{6} ηείλεη ζηνλ αξηζκφ 
1

.
6

 

 ε πεηξάκαηα φπσο ηα πξνεγνχκελα ιέκε φηη ηα 
δπλαηά απνηειέζκαηα ή, ηζνδχλακα, ηα απιά 

ελδερφκελα είλαη ηζνπίζαλα. 
Αο δνχκε ηψξα πνηα αλακέλνπκε λα είλαη ε ζρεηηθή 
ζπρλφηεηα ελφο ζχλζεηνπ ελδερνκέλνπ ζε έλα πείξακα 
κε ηζνπίζαλα απνηειέζκαηα. 
Έζησ γηα παξάδεηγκα, ην ελδερφκελν λα θέξνπκε δπγφ 
αξηζκφ ζηε ξίςε ελφο ακεξφιεπηνπ δαξηνχ. Δπεηδή ην 
ελδερφκελν απηφ πξαγκαηνπνηείηαη φηαλ ην 
απνηέιεζκα ηνπ πεηξάκαηνο είλαη 2 ή 4 ή 6 θαη θαζέλα 
απφ ηα απνηειέζκαηα απηά εκθαλίδεηαη κε ζρεηηθή 

ζπρλφηεηα 
1

6
 ε ζπρλφηεηα εκθάληζεο ηνπ δπγνχ 

αξηζκνχ αλακέλεηαη λα είλαη 
1 1 1 3

.
6 6 6 6
    

Γεληθά, ζε έλα πείξακα κε λ ηζνπίζαλα απνηειέζκαηα ε 
ζρεηηθή ζπρλφηεηα ελφο ελδερνκέλνπ κε θ ζηνηρεία ζα 

ηείλεη ζηνλ αξηζκφ 
θ

.
λ
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Γη’ απηφ είλαη εχινγν ζε έλα πείξακα κε ηζνπίζαλα 
απνηειέζκαηα λα νξίζνπκε σο πηζαλφηεηα ηνπ 
ελδερνκέλνπ Α ηνλ αξηζκφ: 

Πιήζνο Δπλντθψλ Πεξηπηψζεσλ N(A)
P(A)

Πιήζνο Γπλαηψλ Πεξηπηψζεσλ N( )
 


 

 

Έηζη, έρνπκε ηνλ θιαζηθό νξηζκφ ηεο πηζαλφηεηαο, πνπ 
δηαηππψζεθε απφ ηνλ Laplace ην 1812. 
Απφ ηνλ πξνεγνχκελν νξηζκφ πξνθχπηεη άκεζα φηη: 

 

1.  
N( )

P( ) 1
N( )


  


 

 

2.  
0

P( ) 0
N( )

  


 

 
 

3.  Γηα θάζε ελδερφκελν  Α ηζρχεη 0 P(A) 1  , 

αθνχ ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ελφο ελδερνκέλνπ 
είλαη ίζν ή κηθξφηεξν απφ ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ 
ηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ. 

 

Αμησκαηηθφο Οξηζκφο Πηζαλφηεηαο  

Γηα λα κπνξεί φκσο λα ρξεζηκνπνηεζεί ν θιαζηθφο 
νξηζκφο ηεο πηζαλφηεηαο ζε έλα δεηγκαηηθφ ρψξν κε 
πεπεξαζκέλν πιήζνο ζηνηρείσλ, είλαη απαξαίηεην ηα 
απιά ελδερφκελα λα είλαη ηζνπίζαλα. Τπάξρνπλ φκσο 
πνιιά πεηξάκαηα ηχρεο, ησλ νπνίσλ ν δεηγκαηηθφο 
ρψξνο δελ απνηειείηαη απφ ηζνπίζαλα απιά 
ελδερφκελα. πσο γηα παξάδεηγκα ν αξηζκφο ησλ 
απηνθηλεηηζηηθψλ δπζηπρεκάησλ κηα νξηζκέλε 
εβδνκάδα, ε ξίςε ελφο δαξηνχ πνπ δελ είλαη ζπκκεηξηθφ 
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θηι. Γηα ηηο πεξηπηψζεηο απηέο ρξεζηκνπνηνχκε ηνλ 
παξαθάησ αμησκαηηθφ νξηζκφ ηεο πηζαλφηεηαο, ν 
νπνίνο έρεη αλάινγεο ηδηφηεηεο κε ηε ζρεηηθή 
ζπρλφηεηα. 

 

Έζησ Χ={σ1,σ2,...,σλ} έλαο δεηγκαηηθόο ρώξνο κε 

πεπεξαζκέλν πιήζνο ζηνηρείσλ. Πε θάζε απιό 

ελδερόκελν {σi} αληηζηνηρίδνπκε έλαλ πξαγκαηηθό 

αξηζκό, πνπ ηνλ ζπκβνιίδνπκε κε P(σi), έηζη ώζηε λα 

ηζρύνπλ: 

0 ≤ P(σi) ≤1  

P(σ1) + P(σ2)+ ...+ P(σλ)=1 

Ρνλ αξηζκό P(σi) νλνκάδνπκε πηζαλόηεηα ηνπ 

ελδερνκέλνπ {σi}. Υο πηζαλόηεηα P(A) ελόο 

ελδερνκέλνπ A={α1,α2,...,αθ} ≠ ∅ νξίδνπκε ην άζξνηζκα 

P(α1)+P(α2)+...+P(αθ), ελώ σο πηζαλόηεηα ηνπ 

αδύλαηνπ ελδερνκέλνπ ∅ νξίδνπκε ηνλ αξηζκό 

P(∅)=0. 

 

Αλ i
1

P(σ )
v

 , i 1,2,...,v , ηφηε έρνπκε ηνλ θιαζηθφ 

νξηζκφ ηεο πηζαλφηεηαο ελφο ελδερνκέλνπ 

ΥΟΛΗΟ 

ηαλ έρνπκε έλα δεηγκαηηθφ ρψξν 1 2{ , ,..., }     θαη 

ρξεζηκνπνηνχκε ηε θξάζε “παίξλνπκε ηπραία έλα 
ζηνηρείν ηνπ Χ”, ελλννχκε φηη φια ηα δπλαηά 
απνηειέζκαηα είλαη ηζνπίζαλα κε πηζαλφηεηα  

i
1

P( )
v

  , i 1,2,...,v .  
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Καλφλεο Λνγηζκνχ ησλ Πηζαλνηήησλ  

Γηα ηηο πηζαλφηεηεο ησλ ελδερνκέλσλ ελφο δεηγκαηηθνχ 
ρψξνπ Χ ηζρχνπλ νη παξαθάησ ηδηφηεηεο, γλσζηέο σο 
“θαλφλεο ινγηζκνχ ησλ πηζαλνηήησλ”. Οη θαλφλεο 
απηνί ζα απνδεηρζνχλ ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα απιά 
ελδερφκελα είλαη ηζνπίζαλα. Απνδεηθλχεηαη φκσο φηη 
ηζρχνπλ θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ηα απιά ελδερφκελα 
δελ είλαη ηζνπίζαλα. 

1. Γηα νπνηαδήπνηε αζπκβίβαζηα κεηαμχ ηνπο 
ελδερφκελα Α θαη Β ηζρχεη: 

P(A B) P(A) P(B)    

 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
Αλ N(A)=θ θαη N(Β)=ι, ηφηε ην A B έρεη θ+ι ζηνηρεία, 
γηαηί αιιηψο ηα Α θαη Β δε ζα ήηαλ αζπκβίβαζηα.  
 
Γειαδή, έρνπκε  
N(A B) N(A) N(B)       . 

 
Δπνκέλσο: 

49 / 32-33 



N(A B)
P(A B)

N( )


 


 

               
N(A) N(B)

N( )





 

               
N(A) N(B)

N( ) N( )
 

 
 

               P(A) P(B)  . 

 

 
Ζ ηδηφηεηα απηή είλαη γλσζηή σο απιόο πξνζζεηηθόο 
λόκνο (simply additive law) θαη ηζρχεη θαη γηα 
πεξηζζφηεξα απφ δχν ελδερφκελα. Έηζη, αλ ηα 
ελδερφκελα Α, Β θαη Γ είλαη αλά δχν αζπκβίβαζηα ζα 
έρνπκε P(A B ) P(A) P(B) P( )      . 

 
2. Γηα δχν ζπκπιεξσκαηηθά ελδερφκελα Α θαη Α' ηζρχεη: 
 

P(A’)=1 - P(A) 

 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
Δπεηδή A A     δειαδή ηα Α θαη A' είλαη 
αζπκβίβαζηα, έρνπκε δηαδνρηθά, ζχκθσλα κε ηνλ απιφ 
πξνζζεηηθφ λφκν: 
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  P(A A ) P(A) P(A )     

         P( ) P(A) P(A )    

     1 P(A) P(A )  . 

 
 
Οπφηε :  

P(A')=1-P(A). 

 

3. Γηα δχν ελδερφκελα Α θαη Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ 
Χ ηζρχεη: 

P(A B) P(A) P(B) P(A B)      

 

ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

 

Γηα δπν ελδερφκελα Α θαη Β έρνπκε 

  N(A B) N(A) N(B) N(A B)     ,   (1)  

αθνχ ζην άζξνηζκα N(A)+N(B)ην πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ 
ηνπ A B  ππνινγίδεηαη δπν θνξέο. 

Αλ δηαηξέζνπκε ηα κέιε ηεο (1) κε N(Χ) έρνπκε: 

 

N(A B) N(A) N(B) N(A B)

N( ) N( ) N( ) N( )
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θαη επνκέλσο 

P(A B) P(A) P(B) P(A B)      

Ζ ηδηφηεηα απηή είλαη γλσζηή σο πξνζζεηηθόο λόκνο 
(additive law). 

 

 
 

4.  
 

Αλ A B , ηφηε P(A) P(B)  

 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

Δπεηδή A B  έρνπκε δηαδνρηθά: 

N(A) N(B)  

N(A) N(B)

N( ) N( )


 
 

P(A) P(B) . 
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5. Γηα δχν ελδερφκελα Α θαη Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ 
Χ ηζρχεη: 

P(A B) P(A) P(A B)     

 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

Δπεηδή ηα ελδερφκελα A-B θαη A B  είλαη αζπκβίβαζηα 
θαη  

(A B) (A B) A    , έρνπκε: 

P(A) P(A B) P(A B)     

 

Άξα     P(A B) P(A) P(A B)     
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ΔΦΑΡΜΟΓΔ 

1ε Οίρλνπκε δύν “ακεξόιεπηα” δάξηα. Λα βξεζεί ε 

πηζαλόηεηα λα θέξνπκε σο απνηέιεζκα δύν 
δηαδνρηθνύο αξηζκνύο. 

ΛΤΖ 

 Γηα λα βξνχκε ην δεηγκαηηθφ ρψξν ηνπ πεηξάκαηνο, 
ρξεζηκνπνηνχκε έλαλ πίλαθα “δηπιήο εηζφδνπ”, 
φπσο θαίλεηαη ζην αθφινπζν ζρήκα. 

    2ο 
1ο 

 
1 

 
2 

 
3 

 
4 

 
5 

 
6 

1 
2 
3 
4 
5 
6 

(1,1) 
(2,1) 
(3,1) 
(4,1) 
(5,1) 
(6,1) 

(1,2) 
(2,2) 
(3,2) 
(4,2) 
(5,2) 
(6,2) 

(1,3) 
(2,3) 
(3,3) 
(4,3) 
(5,3) 
(6,3) 

(1,4) 
(2,4) 
(3,4) 
(4,4) 
(5,4) 
(6,4) 

(1,5) 
(2,5) 
(3,5) 
(4,5) 
(5,5) 
(6,5) 

(1,6) 
(2,6) 
(3,6) 
(4,6) 
(5,6) 
(6,6) 

 
 
Απφ ηνλ πίλαθα απηφλ έρνπκε φηη ν δεηγκαηηθφο ρψξνο 
Χ έρεη 36 ηζνπίζαλα δπλαηά απνηειέζκαηα, δειαδή 
N(Χ)=36. 
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Σν ελδερφκελν Α: “λα θέξνπκε δχν δηαδνρηθνχο 
αξηζκνχο”, είλαη ην 

A={(1,2),(2,1),(2,3),(3,2),(3,4),(4,3),(4,5),(5,4),(5,6),(6,5)} 

δειαδή N(A)=10 

Δπνκέλσο, 

N(A) 10 5
P(A)

N( ) 36 18
  


 

Άξα, ε πηζαλφηεηα λα θέξνπκε δχν δηαδνρηθνχο 
αξηζκνχο είλαη ή 

5
0,28

18
  

ζηε γιψζζα ησλ πνζνζηψλ, πεξίπνπ 28%. 

 

2ε Γηα δύν ελδερόκελα Α θαη Β ελόο δεηγκαηηθνύ 

ρώξνπ Υ δίλνληαη P(A)=0,5, P(B)=0,4 θαη 
P(A B) 0,2  . Λα βξεζεί ε πηζαλόηεηα ησλ 

ελδερνκέλσλ: 

  i) Λα κελ πξαγκαηνπνηεζεί θαλέλα από ηα Α θαη Β.  
  ii) Λα πξαγκαηνπνηεζεί κόλν έλα από ηα Α θαη Β.  

ΛΤΖ 

  i) Σν ελδερφκελν λα κελ πξαγκαηνπνηεζεί θαλέλα απφ 
ηα Α θαη Β είλαη ην (A B) . Δπνκέλσο 
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P((A B) ) 1 P(A B)     

1 (P(A) P(B) P(A B))      

1 (0,5 0,4 0,2)     

1 0,7   

0,3  

 

ii) Σν ελδερφκελν λα πξαγκαηνπνηεζεί κφλν έλα απφ ηα 
Α θαη Β είλαη ην (A B) (B A)   . Δπεηδή ηα ελδερφκελα 

Α-Β θαη Β-A είλαη αζπκβίβαζηα, έρνπκε: 
 
P((A B) (B A)) P(A B) P(B A)        

P(A) P(A B) P(B) P(A B)       

P(A) P(B) 2P(A B)     

0,5 0,4 2 0,2     

0,5 . 
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3η Γηα δύν ελδερόκελα ελόο δεηγκαηηθνύ ρώξνπ Υ 

ηζρύνπλ P(Α)=0,6 θαη P(B)=0,5. 
i) Λα εμεηαζηεί αλ ηα Α θαη Β είλαη αζπκβίβαζηα. 
ii) Λα απνδείμεηε όηη  

0,1 P(A B) 0,5   . 

 
ΛΤΖ 

i)  Αλ ηα Α θαη Β ήηαλ αζπκβίβαζηα, απφ ηνλ απιφ 
πξνζεηηθφ λφκν ησλ πηζαλνηήησλ ζα είρακε: 
P(A B) P(A) P(B) 0,6 0,5 1,1       

ηζρχεη, δειαδή, P(A B) 1  , πνπ είλαη άηνπν. Άξα, ηα Α 

θαη Β δελ είλαη αζπκβίβαζηα. 
 
ii)  Δπεηδή A B B   θαη A B A  , έρνπκε 

P(A B) P(B)  θαη P(A B) P(A)  , 

επνκέλσο    P(A B) 0,5   (1) 

 
Απφ ηνλ πξνζζεηηθφ λφκν ησλ πηζαλνηήησλ έρνπκε: 
 
P(A B) P(A) P(B) P(A B)      

P(A B) 0,6 0,5 P(A B)      

 
 
κσο  
P(A B) 1  . 

Δπνκέλσο: 
 
0,6 + 0,5 - P(A∩B)≤ 0,6 0,5 P(A B) 1     

0,6 0,5 1 P(A B)     

0,1 P(A B)   
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Απφ ηηο (1) θαη (2) πξνθχπηεη φηη:  
0,1 P(A B) 0,5    

 

 
 
 
 

      ΑΚΖΔΗ  

 

Α' ΟΜΑΓΑ 

1. Απφ κηα ηξάπνπια κε 52 θχιια παίξλνπκε έλα ζηελ 
ηχρε. Να βξείηε ηηο πηζαλφηεηεο ησλ ελδερνκέλσλ   i) 
ην ραξηί λα είλαη πέληε   ii) ην ραξηί λα κελ είλαη 
πέληε. 

2. Να βξείηε ηελ πηζαλφηεηα ζηε ξίςε δχν λνκηζκάησλ 
λα εκθαληζηνχλ δχν “γξάκκαηα”. 

3. Έλα θνπηί πεξηέρεη κπάιεο: 10 άζπξεο, 15 καχξεο, 5 
θφθθηλεο θαη 10 πξάζηλεο. Παίξλνπκε ηπραίσο κηα 
κπάια. Να βξείηε ηηο πηζαλφηεηεο ησλ ελδερνκέλσλ ε 
κπάια λα είλαη: 

i) καχξε   ii) άζπξε ή καχξε    iii) νχηε θφθθηλε νχηε 
πξάζηλε. 

4. ε κηα ηάμε κε 30 καζεηέο, ξσηήζεθαλ νη καζεηέο 
πφζα αδέιθηα έρνπλ. Οη απαληήζεηο ηνπο θαίλνληαη 
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ζηνλ επφκελν πίλαθα: 

Αξηζκφο καζεηψλ 4 11 9 3 2 1 

Αξηζκφο αδειθψλ 0 1 2 3 4 5 

Αλ επηιέμνπκε ηπραία απφ ηελ ηάμε έλα καζεηή, λα 
βξείηε ηελ πηζαλφηεηα ε νηθνγέλεηά ηνπ λα έρεη ηξία 
παηδηά. 

5. Έζησ ηα ζχλνια Χ={σ ∈ N /10 ≤ σ ≤20}, Α={σ ∈ Χ / σ 

πνιιαπιάζην ηνπ 3} θαη Β={σ ∈ Χ / σ πνιιαπιάζην 
ηνπ 4}. Αλ επηιέμνπκε ηπραίσο έλα ζηνηρείν ηνπ Χ, λα 
βξείηε ηηο πηζαλφηεηεο   i) λα αλήθεη ζην Α    ii) λα κελ 
αλήθεη ζην Β. 

6. ε έλαλ αγψλα ε πηζαλφηεηα λα θεξδίζεη ν Λεπηέξεο 
είλαη 30%, ε πηζαλφηεηα λα θεξδίζεη ν Παχινο είλαη 
20% θαη ε πηζαλφηεηα λα θεξδίζεη ν Νίθνο είλαη 40%. 
Να βξείηε ηελ πηζαλφηεηα    i) λα θεξδίζεη ν Λεπηέξεο 
ή ν Παχινο    ii) λα κελ θεξδίζεη ν Λεπηέξεο ή ν 
Νίθνο. 

7. Γηα ηα ελδερφκελα Α θαη Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Χ 
ηζρχνπλ  

17
P(A)

30
  

7
P(B)

15
  

θαη  

2
P(A B)

3
   

Να βξείηε ηελ P(A B) .  
  

59 / 37-38 



8. Γηα ηα ελδερφκελα Α θαη Β ελφο δεηγκαηηθνχ ρψξνπ 
Χ ηζρχνπλ  

1
P(A)

2
  

5
P(A B)

6
   

θαη  

1
P(A B)

3
   

Να βξείηε ηελ P(B). 

9. Γηα ηα ελδερφκελα Α θαη Β ηνπ ίδηνπ δεηγκαηηθνχ 

ρψξνπ είλαη γλσζηφ φηη P(A)=P(B), P(Α∪B)=0,6 θαη 
P(Α∩B)=0,2. Να βξείηε ηελ P(A). 

10. Γηα ηα ελδερφκελα Α θαη Β ηνπ ίδηνπ δεηγκαηηθνχ 
ρψξνπ Χ δίλεηαη φηη  

 

1
P(A)

2
  

2
P(B )

3
   

θαη  

1
P(A B)

12
   

Να βξείηε ηελ P(A B) . 
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11. Γηα δχν ελδερφκελα ηνπ ίδηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ Χ 
λα δείμεηε φηη P(A B) P(A) P(B)   . 

12. Έλα νξηζκέλν θαηάζηεκα δέρεηαη πηζησηηθέο θάξηεο 
D ή V. Σν 25% ησλ πειαηψλ έρνπλ θάξηα D, ην 55% 
έρνπλ θάξηα V θαη ην 15% έρνπλ θαη ηηο δχν θάξηεο. 
Πνηα είλαη ε πηζαλφηεηα έλαο πειάηεο πνπ 
επηιέγεηαη ηπραία λα έρεη κία ηνπιάρηζηνλ απφ ηηο 
δπν θάξηεο; 

13. Σν 10% ησλ αηφκσλ ελφο πιεζπζκνχ έρνπλ 
ππέξηαζε, ην 6% ζηεθαληαία θαξδηαθή αζζέλεηα θαη 
ην 2% έρνπλ θαη ηα δχν. Γηα έλα άηνκν πνπ 
επηιέγεηαη ηπραία πνηα είλαη ε πηζαλφηεηα λα έρεη  
  α) ηνπιάρηζηνλ κία αζζέλεηα;   β) κφλν κία 
αζζέλεηα;  

14. Απφ ηνπο καζεηέο ελφο ζρνιείνπ ην 80% καζαίλεη 
αγγιηθά, ην 30% γαιιηθά θαη ην 20% θαη ηηο δχν 
γιψζζεο. Δπηιέγνπκε ηπραίσο έλα καζεηή. Να 
βξείηε ηελ πηζαλφηεηα λα κε καζαίλεη θακηά απφ ηηο 
δχν γιψζζεο. 

B' ΟΜΑΓΑ 

1. Αλ γηα ηα ελδερφκελα Α θαη Β ελφο δεηγκαηηθνχ 
ρψξνπ Χ έρνπκε P(Α)=θ, P(B)=ι θαη P(A B)   , λα 

βξείηε ηηο πηζαλφηεηεο: 

i)  λα πξαγκαηνπνηεζεί ηνπιάρηζηνλ έλα απφ ηα Α 
θαη Β. 

ii)  λα κελ πξαγκαηνπνηεζεί θαλέλα απφ ηα Α θαη Β  

iii)  λα πξαγκαηνπνηεζεί κφλν έλα απφ ηα Α θαη Β. 
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2. ε κηα θσκφπνιε ην 15% ησλ λνηθνθπξηψλ δελ 
έρoπλ ηειεφξαζε, ην 40% δελ έρνπλ βίληεν θαη ην 
10% δελ έρνπλ νχηε ηειεφξαζε νχηε βίληεν. 
Δπηιέγνπκε ηπραίσο έλα λνηθνθπξηφ. Να βξείηε ηελ 
πηζαλφηεηα λα έρεη ηειεφξαζε θαη βίληεν. 

3. Αλ  

P(A) 3

P(A ) 4



 

λα βξείηε ηηο πηζαλφηεηεο P(A) θαη P(A'). 

4. Αλ 0< P(A)< 1, λα απνδείμεηε φηη 

1 1
4

P(A) P(A )
 


 

 

5. Αλ Α θαη Β είλαη ελδερφκελα ηνπ ίδηνπ δεηγκαηηθνχ 
ρψξνπ Χ κε P(A)=0,6 θαη P(B)=0,7, λα δείμεηε φηη 
0,3 P(A B) 0,6   . 

6. Γηα δχν ελδερφκελα Α θαη Β ηνπ ίδηνπ δεηγκαηηθνχ 
ρψξνπ Χ λα δείμεηε φηη P(B) P(A ) P(A B)    
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ΔΡΧΣΖΔΗ ΚΑΣΑΝΟΖΖ 1
νπ

 ΚΔΦΑΛΑΗΟΤ  

 

1. Αλ ξίμνπκε δχν λνκίζκαηα ηα απνηειέζκαηα κπνξεί 
λα είλαη δχν “θεθαιέο”, κηα “θεθαιή” θαη κηα 
“γξάκκαηα”, ε δχν “γξάκκαηα”, θαη επνκέλσο, 
θαζέλα απφ απηά ηα ελδερφκελα έρεη πηζαλφηεηα  

1

3
 

Ση είλαη ιάζνο ζην επηρείξεκα απηφ; Πνην είλαη ην 
ζσζηφ; 

2. Έλα λφκηζκα ξίρλεηαη 5 θνξέο θαη έξρεηαη θάζε θνξά 
“θεθαιή”. Δπνκέλσο, ε πηζαλφηεηα λα θέξνπκε 
“θεθαιή” ζε κηα ξίςε ηνπ λνκίζκαηνο είλαη  

5
1

5
  

Να ζρνιηάζεηε ην απνηέιεζκα απηφ. 

3. Σξία ζπλεζηζκέλα δάξηα, έλα άζπξν, έλα καχξν θαη 
έλα θφθθηλν, ηνπνζεηνχληαη ζε έλα θνπηί. Έλα 
πείξακα ζπλίζηαηαη ζηελ ηπραία επηινγή ελφο δαξηνχ 
απφ ην θνπηί, ζηε ξίςε ηνπ δαξηνχ απηνχ θαη ζηελ 
παξαηήξεζε ηνπ ρξψκαηνο θαη ηεο έλδεημεο ηεο άλσ 
έδξαο ηνπ. 

(α) Ση ζεκαίλεη εδψ ε ιέμε “ηπραία”; 

(β) Σν πιήζνο ησλ ζηνηρείσλ ηνπ δεηγκαηηθνχ ρψξνπ 
ηνπ πεηξάκαηνο είλαη 

(i)3·6   (ii)3
6
  (iii)6

3
   (iv)3·6

3
. 

(ε θαζεκηά απφ ηηο εξσηήζεηο 4-6 κία κφλν απφ ηηο 
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ζπλνδεπηηθέο απαληήζεηο είλαη ζσζηή. Να βάιεηε ζε 
θχθιν ηε ζσζηή απάληεζε). 

(Να βάιεηε ζε θχθιν ηε ζσζηή απάληεζε) 

4. Αλ ε πηζαλφηεηα πξαγκαηνπνίεζεο ελφο 
ελδερνκέλνπ είλαη 0,4, πνηα είλαη ε πηζαλφηεηα ηεο κε 
πξαγκαηνπνίεζεο ηνπ ελδερνκέλνπ απηνχ; 

(α) 0,2     (β) 0,8     (γ) 0,6      

(δ) 1,4. 

5. Αλ ηα ελδερφκελα Α θαη Β είλαη ηέηνηα ψζηε  

1
P(A)

2
  

1
P(B)

2
  

1
P(A B)

4
   

πνηα είλαη ε P(A B) ; 

(α) 1 

(β) 

3

4
 

(γ) 
1

4
 

(δ) 
1

16
 

(ε) ηίπνηα απφ ηα πξνεγνχκελα. 
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6. Πνην ελδερφκελν παξηζηάλεη ζην δηπιαλφ δηάγξακκα 
Venn ην ζθηαζκέλν εκβαδφλ; 

 

(α) Β   (β) A'   (γ) A-B   (δ) B-A. 

 

 

(Καζεκηά απφ ηηο παξαθάησ πξνηάζεηο 7-9 είλαη 
ζσζηή ή ιάζνο. Αλ είλαη ζσζηή, θπθιψζηε ην , αλ 
είλαη ιάζνο, θπθιψζηε ην Λ). 

 

7. Γχν ζπκπιεξσκαηηθά ελδερφκελα είλαη μέλα κεηαμχ 
ηνπο. 

 Λ 
 

8. Γχν ελδερφκελα μέλα κεηαμχ ηνπο είλαη αληίζεηα. 

 Λ 
 

 

 

9. Αλ δχν ελδερφκελα Α θαη Β είλαη μέλα κεηαμχ ηνπο, 
ηφηε θαη ηα ζπκπιεξσκαηηθά ηνπο A' θαη B' είλαη μέλα 
κεηαμχ ηνπο 

 Λ 
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10. Αλ ηα ελδερφκελα Α θαη Β είλαη μέλα κεηαμχ ηνπο, 
κπνξεί λα ηζρχεη P(A) + P(B) = 1,3; 

Να δηθαηνινγήζεηε ηελ απάληεζή ζαο. 
 

 

11. Να γξάςεηε κε ηε βνήζεηα ησλ πξάμεσλ ησλ 
ζπλφισλ ην ελδερφκελν πνπ παξηζηάλεη ην 
ζθηαζκέλν εκβαδφλ ζε θαζέλα απφ ηα παξαθάησ 
δηαγξάκκαηα Venn: 
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ΝΗ ΞΟΑΓΚΑΡΗΘΝΗ  
ΑΟΗΘΚΝΗ 

 

2.1 ΟΗ ΠΡΑΞΔΗ ΚΑΗ ΟΗ ΗΓΗΟΣΖΣΔ ΣΟΤ  
(Δπαλαιήςεηο - πκπιεξψζεηο) 

 

Δηζαγσγή 
 

ην Γπκλάζην κάζακε φηη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί 

απνηεινχληαη απφ ηνπο ξεηνύο θαη ηνπο άξξεηνπο 
αξηζκνχο θαη παξηζηάλνληαη κε ηα ζεκεία ελφο άμνλα, 

ηνπ άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 

 
 
 
Θπκίδνπκε φηη: 
 Κάζε ξεηφο αξηζκφο έρεη (ή κπνξεί λα πάξεη)  
 

θιαζκαηηθή κνξθή, δειαδή ηε κνξθή 



, φπνπ α, β  

αθέξαηνη, κε β ≠ 0. 
 Κάζε ξεηφο αξηζκφο κπνξεί λα γξαθεί σο δεθαδηθφο 

ή πεξηνδηθφο δεθαδηθφο θαη, αληηζηξφθσο, θάζε 
δεθαδηθφο ή πεξηνδηθφο δεθαδηθφο κπνξεί λα πάξεη 
θιαζκαηηθή κνξθή. Γηα παξάδεηγκα, 

 
14

2,8
5

 ,    
9

1,25
8

   ,    
60

5,45
11

   

 
 

225
2,25

100
      θαη   

230
2,32

99
  

2 

0 1 2 3 -4 5 -5 

 

x -3 -2 -1 4 
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Μπνξνχκε δειαδή λα πνχκε φηη νη ξεηνί αξηζκνί 
απνηεινχληαη απφ ηνπο δεθαδηθνχο θαη ηνπο 
πεξηνδηθνχο δεθαδηθνχο αξηζκνχο. 

Τπάξρνπλ φκσο θαη αξηζκνί, φπσο νη  2 , 3, ,

θηι.,  
 

πνπ δελ κπνξνχλ λα πάξνπλ ηε κνξθή 



, φπνπ α, β  

 

αθέξαηνη, κε β ≠ 0 (ή, κε άιια ιφγηα, δελ κπνξνχλ λα 
γξαθνχλ νχηε σο δεθαδηθνί νχηε σο πεξηνδηθνί 

δεθαδηθνί). Οη αξηζκνί απηνί ιέγνληαη άξξεηνη αξηζκνί. 
 

Πξάμεηο 
ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο νξίζηεθαλ νη πξάμεηο ηεο 
πξφζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ θαη, κε ηε 
βνήζεηά ηνπο, ε αθαίξεζε θαη ε δηαίξεζε.  
 Γηα ηελ πξφζζεζε θαη ηνλ πνιιαπιαζηαζκφ ηζρχνπλ 
νη ηδηφηεηεο πνπ αλαθέξνληαη ζηνλ επφκελν πίλαθα, νη 
νπνίεο θαη απνηεινχλ ηε βάζε ηνπ αιγεβξηθνχ 
ινγηζκνχ. 
 

Ηδηόηεηα Ξξόζζεζε Ξνιιαπιαζηαζκόο 

Αληηκεηαζεηηθή α + β = 
= β + α 

αβ = βα 

Ξξνζεηαηξηζηηθή α + (β + γ) = 
= (α + β) + γ 

α(βγ) = (αβ)γ 

Νπδέηεξν Πηνηρείν α + 0 = α α  1 = α 

Αληίζεηνο/ Αληί-
ζηξνθνο Αξηζκνύ 

α + (-α) = 0 
1

1, 0    


 

Δπηκεξηζηηθή α (β + γ) = αβ + αγ 
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ηνλ πίλαθα απηφλ, αιιά θαη ζηε ζπλέρεηα ηνπ βηβιίνπ, 
ηα γξάκκαηα πνπ ρξεζηκνπνηνχληαη παξηζηάλνπλ 
νπνηνπζδήπνηε πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο, εθηφο αλ 
δειψλεηαη δηαθνξεηηθά. 

Ο αξηζκφο 0 ιέγεηαη θαη νπδέηεξν ζηνηρείν ηεο 
πξόζζεζεο, δηφηη πξνζηηζέκελνο ζε νπνηνλδήπνηε 
αξηζκφ δελ ηνλ κεηαβάιιεη. Δπίζεο ν αξηζκφο 1 ιέγεηαη 

θαη νπδέηεξν ζηνηρείν ηνπ πνιιαπιαζηαζκνύ, δηφηη 
νπνηνζδήπνηε αξηζκφο πνιιαπιαζηαδφκελνο κε απηφλ 
δελ κεηαβάιιεηαη. 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
Ζ αληηκεηαζεηηθή θαη ε πξνζεηαηξηζηηθή ηδηφηεηα ηεο 
πξφζζεζεο έρνπλ σο ζπλέπεηα, θάζε άζξνηζκα κε 
πεξηζζφηεξνπο απφ δπν πξνζζεηένπο, λα ηζνχηαη κε 
νπνηνδήπνηε άιιν άζξνηζκα πνπ ζρεκαηίδεηαη απφ 
ηνπο ίδηνπο αξηζκνχο κε νπνηαδήπνηε ζεηξά θαη αλ ηνπο 
πάξνπκε. Γηα παξάδεηγκα, 
 

3 2 2 3 2 5 2 3 3 2 2 5 2 2 5                 
 

Οκνίσο, έλα γηλφκελν κε πεξηζζφηεξνπο απφ δπν 
παξάγνληεο ηζνχηαη κε νπνηνδήπνηε άιιν γηλφκελν 
πνπ κπνξεί λα ζρεκαηηζζεί απφ ηνπο ίδηνπο αξηζκνχο 
κε νπνηαδήπνηε ζεηξά θαη αλ ηνπο πάξνπκε. Γηα 
παξάδεηγκα, 
 

       
2 1 5 1 2 5

3 6 4 3 6 4 24
5 3 2 3 5 2

           
                       

           
 

 
 

(Ζ απφδεημε ησλ παξαπάλσ ηζρπξηζκψλ είλαη αξθεηά 
πνιχπινθε θαη παξαιείπεηαη). 
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 Ζ αθαίξεζε θαη ε δηαίξεζε νξίδνληαη κε ηε βνήζεηα 
ηεο πξφζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ αληηζηνίρσο 
σο εμήο: 

 
1

θαη : ( 0)


             
 

 

Γειαδή: 
Γηα λα βξνχκε ηε δηαθνξά α - β, πξνζζέηνπκε ζην 
κεησηέν ηνλ αληίζεην ηνπ αθαηξεηένπ, ελψ γηα λα  
 

βξνχκε ην πειίθν 



, κε β ≠ 0, πνιιαπιαζηάδνπκε ην  

 

δηαηξεηέν κε ηνλ αληίζηξνθν ηνπ δηαηξέηε. 

ΠΖΚΔΗΥΠΖ 
Δπεηδή δηαίξεζε κε δηαηξέηε ην κεδέλ δελ νξίδεηαη,  
 

φπνπ ζην εμήο ζπλαληάκε ην πειίθν 



, ελλνείηαη  

 

φηη β ≠ 0 θαη δελ ζα ηνλίδεηαη ηδηαίηεξα. 
 Γηα ηηο ηέζζεξηο πξάμεηο θαη ηελ ηζφηεηα ηζρχνπλ θαη 
νη αθφινπζεο ηδηφηεηεο πνπ είλαη γλσζηέο απφ ην 
Γπκλάζην: 
 

1. 
 

 θαη               
 

δειαδή, δπν ηζφηεηεο κπνξνχκε λα ηηο πξνζζέζνπκε 
θαηά κέιε. 

2. 
 

  θαη           
 

δειαδή, δπν ηζφηεηεο κπνξνχκε λα ηηο 
πνιιαπιαζηάζνπκε θαηά κέιε. 
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3. 
 

             
 

δειαδή, κπνξνχκε θαη ζηα δπν κέιε κηαο ηζφηεηαο λα 
πξνζζέζνπκε ή λα αθαηξέζνπκε ηνλ ίδην αξηζκφ. 

4. 
 

 

Αλ γ 0, ηφηε:

      
 

 

δειαδή, κπνξνχκε θαη ηα δπν κέιε κηαο ηζφηεηαο λα ηα 
πνιιαπιαζηάζνπκε ή λα ηα δηαηξέζνπκε κε ηνλ ίδην κε 
κεδεληθφ αξηζκφ. 

5. 

0 0 ή  0        
 

δειαδή, ην γηλφκελν δχν πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ είλαη 
ίζν κε ην κεδέλ, αλ θαη κφλν αλ έλαο ηνπιάρηζηνλ απφ 
ηνπο αξηζκνχο είλαη ίζνο κε ην κεδέλ. 
Άκεζε ζπλέπεηα ηεο ηδηφηεηαο απηήο είλαη ε αθφινπζε: 
 

0 0 θαη  0         
 

 

ΠΣΝΙΗΝ 
ηαλ απφ ηελ ηζφηεηα α + γ = β + γ ή απφ ηελ ηζφηεηα  
α  γ = β  γ κεηαβαίλνπκε ζηελ ηζφηεηα α = β, ηφηε ιέκε 

φηη δηαγξάθνπκε ηνλ ίδην πξνζζεηέν ή ηνλ ίδην 
παξάγνληα αληηζηνίρσο. κσο ζηελ πεξίπησζε πνπ 
δηαγξάθνπκε ηνλ ίδην παξάγνληα πξέπεη λα ειέγρνπκε 
κήπσο ν παξάγνληαο απηφο είλαη ίζνο κε κεδέλ, νπφηε 
ελδέρεηαη λα νδεγεζνχκε ζε ιάζνο, φπσο ζπκβαίλεη 
ζην αθφινπζν παξάδεηγκα. 
Έζησ α = 1. Σφηε έρνπκε δηαδνρηθά:  
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2

2

1

1

1 1

1 1 1 1

1 1

0

 

     

  

    

       

  

 

 

  
 

κσο έρνπκε θαη α = 1, νπφηε ην 1 ζα είλαη ίζν κε ην 0. 
Οδεγεζήθακε ζην ιαλζαζκέλν απηφ ζπκπέξαζκα, δηφηη 
ζηελ ηζφηεηα (α + 1)(α - 1) = (α - 1)  1 δηαγξάςακε ηνλ 
παξάγνληα (α - 1) ν νπνίνο, ιφγσ ηεο ππφζεζεο, ήηαλ 
ίζνο κε κεδέλ. 
 

Γπλάκεηο 
Δίλαη γλσζηή απφ ην Γπκλάζην ε έλλνηα ηεο δχλακεο 
αξηζκνχ κε εθζέηε αθέξαην. πγθεθξηκέλα, αλ ν α είλαη 
πξαγκαηηθφο αξηζκφο θαη ν λ θπζηθφο, έρνπκε νξίζεη 
φηη: 

ά

,

  

        ,         γηα 1   θαη 

 
 

1 ,     γηα 1.   

 

Αλ επηπιένλ είλαη α ≠ 0, ηφηε νξίζακε φηη: 
 

0 1        θαη   
1
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ΠΣΝΙΗΝ 

Δλψ είλαη θαλεξφ φηη, αλ α = β, ηφηε α
λ
 = β

λ
, δελ ηζρχεη 

ην αληίζηξνθν, αθνχ γηα παξάδεηγκα είλαη (-2)
2
 = 2

2
, 

αιιά -2 ≠ 2. 
 
ηνλ επφκελν πίλαθα ζπλνςίδνληαη νη ηδηφηεηεο ησλ 
δπλάκεσλ κε εθζέηε αθέξαην, κε ηελ πξνυπφζεζε φηη 
θάζε θνξά νξίδνληαη νη δπλάκεηο θαη νη πξάμεηο πνπ 
ζεκεηψλνληαη. 
 

 

       







 


 

 
 

 
      





  
  

  
 

 


     

 
 

 

Αμηνζεκείσηεο ηαπηφηεηεο 
Ζ έλλνηα ηεο ηαπηφηεηαο είλαη γλσζηή απφ ην 
Γπκλάζην. πγθεθξηκέλα, θάζε ηζφηεηα πνπ πεξηέρεη 
κεηαβιεηέο θαη επαιεζεχεηαη γηα φιεο ηηο ηηκέο ησλ 

κεηαβιεηψλ απηψλ ιέγεηαη ηαπηόηεηα. 
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ηνλ πίλαθα πνπ αθνινπζεί αλαθέξνληαη νη γλσζηέο 
καο πην αμηνζεκείσηεο ηαπηφηεηεο: 
 

 
2 2 22          

       
2 2 22          

          2 2          

        
3 3 2 2 33 3             

       
3 3 2 2 33 3             

       
   3 3 2 2            

 

       
   3 3 2 2          

 

 
2 2 2 2 2 2 2                

 

 

Μέζνδνη απφδεημεο  
 

1ε) Δπζεία Απφδεημε 
 

Έζησ φηη γηα ηξεηο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο α, β θαη γ 
ηζρχεη ε ζπλζήθε α + β + γ = 0 θαη ζέινπκε λα 

απνδείμνπκε φηη α
3
 + β

3
 + γ

3
 = 3αβγ, δειαδή έζησ φηη 

ζέινπκε λα απνδείμνπκε ηε ζπλεπαγσγή: 

«Αλ α + β + γ = 0, ηφηε α
3
 + β

3
 + γ

3
 = 3αβγ». 

Δπεηδή α + β + γ = 0, είλαη α = -(β + γ), νπφηε ζα έρνπκε: 

 

 

 

 

33 3 3 3 3

3 3 3

3 2 2 3 3 3

2 2

3 3

3 3

3

3 , αθνχ .
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Γηα ηελ απφδεημε ηεο παξαπάλσ ζπλεπαγσγήο μεθηλή-
ζακε κε ηελ ππφζεζε α + β + γ = 0 θαη κε  δηαδνρηθά βή-

καηα θαηαιήμακε ζην ζπκπέξαζκα α
3
 + β

3
 + γ

3
 = 3αβγ. 

Μηα ηέηνηα δηαδηθαζία ιέγεηαη επζεία απόδεημε. 
 

ΠΣΝΙΗΑ 
 
1ν) Δπζεία απφδεημε ρξεζηκνπνηήζακε θαη ζην Γπκλά-

ζην γηα ηελ απφδεημε ησλ γλσζηψλ καο ηαπηνηήησλ. 
Γηα παξάδεηγκα, γηα ηελ απφδεημε ηεο ηαπηφηεηαο   

 
2 2 22         , κε , R  , έρνπκε δηαδνρηθά: 

     

   

2

2 2

2 22

   

    

     

    
 

 

 

 

 

Οξηζκφο δχλακεο

Δπηκεξηζηηθή ηδηφηεηα

Δπηκεξηζηηθή ηδηφηεηα

Αλαγσγή φκνησλ φξσλ
 

 

2ν) Γηα λα απνδείμνπκε φηη έλαο ηζρπξηζκφο είλαη αιε-
ζήο, κεξηθέο θνξέο κε δηαδνρηθνχο κεηαζρεκαηη-
ζκνχο θαηαιήγνπκε ζε έλαλ ινγηθά ηζνδχλακν 

ηζρπξηζκφ πνπ είλαη αιεζήο. Έηζη ζπκπεξαίλνπκε 
φηη θαη ν αξρηθφο ηζρπξηζκφο είλαη αιεζήο. 

 

Γηα παξάδεηγκα, έζησ φηη γηα ηνπο πξαγκαηηθνχο 
αξηζκνχο α, β, x, y ζέινπκε λα απνδείμνπκε ηελ 
ηαπηφηεηα: 

       
2 22 2 2 2x y x + y y x           

Έρνπκε δηαδνρηθά: 

(α
2
 + β

2
)( x

2
 + y

2
) = (αx + βy)

2
 + (αy - βx)

2
  

α
2
x

2
 + α

2
y

2
 + β

2
x

2
 + β

2
y

2
 =  

= α
2
x

2
 + 2αβxy + β

2
y

2
 + α

2
y

2
 - 2αβxy  + β

2
x

2
         

α
2
x

2
 + α

2
y

2
 + β

2
x

2
 + β

2
y

2
 = α

2
x

2
 + α

2
y

2
 + β

2
x

2
 + β

2
y

2
,   
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πνπ ηζρχεη. 
 

3ν) Γηα λα απνδείμνπκε φηη έλαο ηζρπξηζκφο δελ είλαη 
πάληα αιεζήο, αξθεί λα βξνχκε έλα παξάδεηγκα 
γηα ην νπνίν ν ζπγθεθξηκέλνο ηζρπξηζκφο δελ 

ηζρχεη ή, φπσο ιέκε, αξθεί λα βξνχκε έλα 

αληηπαξάδεηγκα. Έηζη ν ηζρπξηζκφο 

«γηα θάζε α > 0 ηζρχεη α
2
 > α» 

 

δελ είλαη αιεζήο, αθνχ γηα 
1

2
  έρνπκε  2 1

4
  , δειαδή 

α
2
 < α. 

 

2ε) Κέζνδνο ηεο Απαγσγήο ζε Άηνπν 
 

 

Έζησ φηη ζέινπκε λα απνδείμνπκε ηνλ ηζρπξηζκφ: 
«Αλ ην ηεηξάγσλν ελφο αθεξαίνπ αξηζκνχ είλαη άξηηνο, 
ηφηε θαη ν αξηζκφο απηφο είλαη άξηηνο», δειαδή 

«Αλ ν α
2
 είλαη άξηηνο αξηζκόο, ηόηε θαη ν α είλαη 

άξηηνο αξηζκόο» 
Γηα ηελ απφδεημε ηνπ ηζρπξηζκνχ απηνχ ζθεπηφκαζηε 
σο εμήο: 
Έζησ φηη ν α δελ είλαη άξηηνο. Σφηε ν α ζα είλαη 
πεξηηηφο, δειαδή ζα έρεη ηε κνξθή α = 2θ + 1, φπνπ θ 
αθέξαηνο, νπφηε ζα έρνπκε: 

 

 

22

2

2

2

2 1

4 4 1

2 2 2 1

2 1 (φπνπ 2 2 ).

   

    

    

       

 

 

Γειαδή 
2 2 1,      , πνπ ζεκαίλεη φηη ν α

2
 είλαη 

πεξηηηφο. Απηφ φκσο έξρεηαη ζε αληίζεζε κε ηελ ππφ-
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ζεζε φηη ν α
2
 είλαη άξηηνο. Δπνκέλσο, ε παξαδνρή φηη α 

δελ είλαη άξηηνο είλαη ιαλζαζκέλε. Άξα ν α είλαη άξηηνο. 
 

ηελ παξαπάλσ απφδεημε ππνζέζακε φηη δελ ηζρχεη 
απηφ πνπ ζέιακε λα απνδείμνπκε θαη ρξεζηκνπνηψληαο 
αιεζείο πξνηάζεηο θζάζακε ζε έλα ζπκπέξαζκα πνπ 
έξρεηαη ζε αληίζεζε κε απηφ πνπ γλσξίδνπκε φηη ηζρχεη. 

Οδεγεζήθακε φπσο ιέκε ζε άηνπν. 
Ζ κέζνδνο απηή απφδεημεο ρξεζηκνπνηήζεθε γηα πξψηε 

θνξά απφ ηνπο Αξραίνπο Έιιελεο θαη ιέγεηαη απαγσγή 
ζε άηνπν. 
 

ΔΦΑΡΜΟΓΔ 
 

1ε Λα απνδεηρζνύλ νη εμήο ηδηόηεηεο ησλ αλαινγηώλ: 
 
 
                                      

 
 
 
 
 
 
 

 
 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
 

i) Γηα 0 έρνπκε:

.

 

   
          

   

 

 

 

 

  

i) εθφζνλ 0

ii) εθφζνλ 0

iii) εθφζνλ 0

iv) εθφζνλ 0
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ii) Γηα 0 έρνπκε:

.

 

     
        

       

iii) Γηα 0 έρνπκε:

1 1

 

         
      

     

 iv) Γηα 0, αλ ζέζνπκε , έρνπκε:

θαη , νπφηε ( ).

Δπνκέλσο, , δειαδή

 
       

 

             

       
   

       
 

 

 
2ε Λα απνδεηρζεί όηη ν αξηζκόο 2  είλαη άξξεηνο. 

Πηε ζπλέρεηα, κε ηε ρξήζε ηνπ θαλόλα θαη ηνπ 

δηαβήηε, λα παξαζηαζνύλ νη 2  θαη 2  ζηνλ 

άμνλα ησλ πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 
 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
 

Έζησ φηη ν 2  είλαη ξεηφο. Σφηε κπνξνχκε λα 

γξάςνπκε  2





 φπνπ θ, ι είλαη θπζηθνί αξηζκνί θαη 



 

αλάγσγν θιάζκα (δειαδή θιάζκα ζην νπνίν έρνπλ 
γίλεη φιεο νη δπλαηέο απινπνηήζεηο). Σφηε έρνπκε 
δηαδνρηθά: 
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2

2

2

2

2 2

2

2

2

 
  

 





  

 

 
πνπ ζεκαίλεη φηη ν θ

2
 είλαη άξηηνο, νπφηε (ζει. 31) θαη ν 

θ είλαη άξηηνο, δειαδή είλαη ηεο κνξθήο θ = 2κ.  
Σφηε έρνπκε δηαδνρηθά: 
  
 
 
 
 
 
 
 

Πνπ ζεκαίλεη φηη ν ι
2
 είλαη άξηηνο, άξα θαη ν ι είλαη 

άξηηνο. 
 

Αθνχ ινηπφλ νη θ, ι είλαη άξηηνη, ην θιάζκα 



 δελ είλαη 

αλάγσγν (άηνπν). 
 
 
 
 
 
 

C 

B 

x x΄ O(0) A(1) Α΄(-1) 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

M( 2)
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

M΄(- 2)

 

2 2

2 2

2 2

2 2

2

2 2

4 2

2
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ην ζεκείν Α ηνπ πξαγκαηηθνχ άμνλα πνπ παξηζηάλεη 
ηνλ αξηζκφ 1 πςψλνπκε θάζεην ηκήκα ΑΒ κε κήθνο 1. 
Σφηε ε ππνηείλνπζα ηνπ νξζνγσλίνπ ηξηγψλνπ ΟΑΒ 

έρεη κήθνο ίζν κε 2 . ηε ζπλέρεηα κε θέληξν ην Ο θαη 

αθηίλα ΟΒ = 2  γξάθνπκε θχθιν ν νπνίνο ηέκλεη ηνλ 
άμνλα x΄x ζηα ζεκεία Μ θαη M΄ πνπ παξηζηάλνπλ ηνπο 

αξηζκνχο 2  θαη 2  αληηζηνίρσο. 

 
ΑΠΘΖΠΔΗΠ 
 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Γίλεηαη ε παξάζηαζε 

   
3

32 4
2 3 3

1

x
x y xy

y






  
          

  

 

i)  Να δείμεηε φηη 
9 9x y    

ii) Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο γηα   

 
1

x 2010 θαη   y
2010

   

 

2. Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο

   
2

2 1
1 3 7xy : x y


 

 
 

  

γηα x 0,4 θαη y 2,5   . 

 

 
3. Να ππνινγίζεηε ηηο παξαζηάζεηο : 
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i)  
2 21001 999    ii) 99 101   iii)  

   
2 2

7,23 4,23

11,46


 

 

4.  i) Να δείμεηε φηη   
2 2

4       . 

ii) Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 
 

2 2
999 1000 999 1000

1000 999 1000 999

   
     

   
 

 

5.  i) Να απνδείμεηε φηη    2 1 1 1      

ii) Να ππνινγίζεηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο: 

 
2

1,3265 0,3265 2,3265   

 
6. Να δείμεηε φηη ε δηαθνξά ησλ ηεηξαγψλσλ δπν 

δηαδνρηθψλ θπζηθψλ αξηζκψλ (ηνπ κηθξφηεξνπ απφ 
ηνπ κεγαιχηεξνπ) ηζνχηαη κε ην άζξνηζκά ηνπο. 

7. Αλ λ θπζηθφο αξηζκφο, λα δείμεηε φηη ν αξηζκφο         
1 22 2 2     είλαη πνιιαπιάζην ηνπ 7. 

 

Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να απινπνηήζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 
 

i) 
3 2

2

2   

  
 ii) 

 2

2

2 2

1

    

 
 

 
 

2. Να απινπνηήζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 
 

i) 

 

2 3 2

3

1

1

  
  

   
 ii) 

2 2

3

1 1

1 1

     


   
 

82 / 52-53 



 

 

3. Να απινπνηήζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 
 

 

i)    
22 1 1x y x y


      ii) 

1 1

2 2

x y x y

x y x y

 

 

 


 
 

 
 

4. Να δείμεηε φηη   
3 3 2

2 2

x y x
: y 1

x yx y

   
    

      

 

 

5. Έζησ α, β θαη γ ηα κήθε ησλ πιεπξψλ ελφο ηξηγψλνπ 
ΑΒΓ. Να δείμεηε φηη ην ηξίγσλν είλαη ηζφπιεπξν ζε 
θαζεκηά απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο: 

i) 
  

 
  

ii). - - -        

 

6. Να δείμεηε φηη, αλ έλα νξζνγψλην έρεη πεξίκεηξν  

L = 4α θαη εκβαδφλ  E = α
2
, ηφηε ην νξζνγψλην απηφ  

είλαη ηεηξάγσλν κε πιεπξά ίζε κε α. 
 

7. Να δείμεηε φηη: 

i) Αλ ξεηφο  θαη άξξεηνο, ηφηε άξξεηνο.    

ii) Αλ α ξεηφο, κε α ≠ 0, θαη β άξξεηνο, ηφηε α  β  
άξξεηνο. 
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2.2 ΓΗΑΣΑΞΖ ΠΡΑΓΜΑΣΗΚΧΝ  ΑΡΗΘΜΧΝ 

 
Έλλνηα ηεο δηάηαμεο 
Οη έλλνηεο «κεγαιχηεξνο απφ», «κηθξφηεξνο απφ», πνπ 
είλαη γλσζηέο απφ ην Γπκλάζην, νξίζηεθαλ σο εμήο: 
 

ΟΡΗΜΟ 
 

Έλαο αξηζκφο α ιέκε φηη είλαη κεγαιύηεξνο απφ έλαλ  

αξηζκφ β, θαη γξάθνπκε α > β, φηαλ ε δηαθνξά α - β  
είλαη ζεηηθφο αξηζκφο. 

 

ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε επίζεο φηη ν β είλαη 

κηθξόηεξνο ηνπ α θαη γξάθνπκε β < α 
Απφ ηνλ παξαπάλσ νξηζκφ πξνθχπηεη ακέζσο φηη: 
 Κάζε ζεηηθφο αξηζκφο είλαη κεγαιχηεξνο απφ ην 

κεδέλ. 
 Κάζε αξλεηηθφο αξηζκφο είλαη κηθξφηεξνο απφ ην 

κεδέλ. 
Έηζη ν αξρηθφο νξηζκφο γξάθεηαη ηζνδχλακα: 

 
0       

 

Γεσκεηξηθά ε αληζφηεηα α > β ζεκαίλεη φηη, πάλσ ζηνλ 
άμνλα ησλ πξαγκαηηθψλ ν αξηζκφο α είλαη δεμηφηεξα 
απφ ηνλ β. 

 
 
 

Αλ γηα ηνπο αξηζκνχο α θαη β ηζρχεη α > β ή α = β, ηφηε 

γξάθνπκε α > β θαη δηαβάδνπκε: «α κεγαιύηεξνο ή ίζνο 
ηνπ β». 

β α 

0 1 2 3 -4 x -3 -2 -1 4 x΄ 
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Απφ ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν γίλνληαη νη πξάμεηο ηεο 
πξφζζεζεο θαη ηνπ πνιιαπιαζηαζκνχ, πξνθχπηεη φηη: 
 

 0 θαη 0 0        

 0 θαη 0 0          
 

 

,  νκφζεκνη 0 0

,   εηεξφζεκνη 0 0


       




       



 

 

 

2 0, γηα θάζε 

Ζ ηζφηεηα ηζρχεη κφλν φηαλ  0

  

 


 

 
Απφ ηελ ηειεπηαία εχθνια πξνθχπηνπλ θαη νη 
ηζνδπλακίεο: 
 

2 2

2 2

0 0 0

0 0 ή 0

        

       
 

 

Ηδηφηεηεο ησλ αληζνηήησλ 
 

ηεξηδφκελνη ζηελ ηζνδπλακία 0      , 

κπνξνχκε λα απνδείμνπκε ηηο παξαθάησ ηδηφηεηεο ησλ 
αληζνηήησλ: 
 
 

  θαη            

 
 

 

            

Αλ 0  , ηφηε:             

 Αλ 0  , ηφηε:             
 

 
 

 
 

1. 
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   θαη                

 Γηα ζεηηθνύο αξηζκνχο α, β, γ, δ  
ηζρχεη ε ζπλεπαγσγή: 

  θαη                

 

Ζ ηδηφηεηα 3. ηζρχεη θαη γηα πεξηζζφηεξεο αληζφηεηεο. 
πγθεθξηκέλα:  
 

 

 1 1 2 2

1 2 1 2

θαη θαη...θαη 

... ...

 

 

        

             
 

 

 Αλ, επηπιένλ, ηα κέιε ησλ αληζνηήησλ είλαη ζεηηθνί 
αξηζκνί, ηφηε: 

 

 

 1 1 2 2

1 2 1 2

θαη θαη...θαη 

... ...

 

 

        

            
 

 
 

ηε ζπλέρεηα ζα απνδείμνπκε θαη ηελ παξαθάησ 
ηδηφηεηα. 
 

Γηα ζεηηθνχο αξηζκνχο α, β θαη ζεηηθφ 
αθέξαην λ ηζρχεη ε ηζνδπλακία: 

                          
         

 

ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
 Έζησ α > β. Σφηε, απφ ηε (*), γηα 

1 2 ... 0          θαη  1 2 ... 0         , 

πξνθχπηεη φηη: 
    . 

 Γηα ηελ απφδεημε ηνπ αληηζηξφθνπ ζα 
ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν ηεο απαγσγήο ζε 

άηνπν. Έζησ ινηπφλ φηη 
      θαη   . Σφηε: 

 αλ ήηαλ α = β, απφ ηνλ νξηζκφ ηεο ηζφηεηαο ζα είρακε 
     (άηνπν), ελψ  

3. 

4. 
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 αλ ήηαλ    , ζα είρακε 
     (άηνπν).  

Άξα,    . 

Με ηε βνήζεηα ηεο παξαπάλσ ηδηφηεηαο ζα απνδείμνπκε 
ηψξα φηη: 

Γηα ζεηηθνύο αξηζκνύο α, β θαη ζεηηθό αθέξαην λ 
ηζρύεη ε ηζνδπλακία: 

         

 
ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
 Έζησ α = β. Σφηε, απφ ηνλ νξηζκφ ηεο ηζφηεηαο πξν-

θχπηεη, φπσο είπακε θαη πξνεγνπκέλσο, φηη α
λ 

= β
λ
. 

 Γηα ηελ απφδεημε ηνπ αληηζηξφθνπ ζα 
ρξεζηκνπνηήζνπκε ηε κέζνδν ηεο απαγσγήο ζε 

άηνπν. Έζησ ινηπφλ φηη α
λ
 = β

λ
 θαη α ≠ β. Σφηε: 

 αλ ήηαλ α > β, ιφγσ ηεο (4), ζα είρακε α
λ
 > β

λ
 (άηνπν), 

ελψ 

 αλ ήηαλ α < β, ιφγσ ηεο (4), ζα είρακε α
λ
 < β

λ
 (άηνπν).  

Άξα, α = β. 
 

ΠΣΝΙΗΑ 
1ν χκθσλα κε ηελ ηδηφηεηα 3, αλ δπν αληζφηεηεο ηεο 

ίδηαο θνξάο ηηο πξνζζέζνπκε θαηά κέιε, πξνθχπηεη 
αληζφηεηα ηεο ίδηαο θνξάο. Γελ ζπκβαίλεη φκσο ην 
ίδην κε ηελ αθαίξεζε. Γηα παξάδεηγκα, είλαη 
10 6 θαη 7 2, αιιά 10 7 6 2      

2o Δπίζεο, ζχκθσλα κε ηελ ηδηφηεηα 3, αλ δπν 
αληζφηεηεο ηεο ίδηαο θνξάο κε ζεηηθνχο, φκσο, 
φξνπο ηηο πνιιαπιαζηάζνπκε θαηά κέιε, πξνθχπηεη 
αληζφηεηα ηεο ίδηαο θνξάο. Γελ ζπκβαίλεη φκσο ην 
ίδην κε ηε δηαίξεζε. Γηα παξάδεηγκα, είλαη 

24 10
24 10 θαη 6 2, αιιά 

6 2
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Γηαζηήκαηα 
Σν ζχλνιν ησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ x κε x   

ιέγεηαη θιεηζηό δηάζηεκα από α κέρξη β θαη 

ζπκβνιίδεηαη κε [α, β]. 
Αλ ηψξα απφ ην θιεηζηφ δηάζηεκα [α, β] παξαιείςνπκε 

ηα α θαη β πξνθχπηεη ην αληίζηνηρν αλνηθηό δηάζηεκα 
από ην α κέρξη β πνπ ζπκβνιίδεηαη κε (α, β). 

Οη αξηζκνί α θαη β ιέγνληαη άθξα ησλ δηαζηεκάησλ 

απηψλ θαη θάζε αξηζκφο κεηαμχ ησλ α θαη β ιέγεηαη 

εζσηεξηθό ζεκείν απηψλ. 
Ζ δηαθνξά δειαδή κεηαμχ ελφο θιεηζηνχ θαη ηνπ 
αληίζηνηρνπ αλνηθηνχ δηαζηήκαηνο είλαη φηη ην πξψην 
πεξηέρεη ηα άθξα ηνπ, ελψ ην δεχηεξν δελ ηα πεξηέρεη. 
Άιιεο κνξθέο δηαζηεκάησλ είλαη: 
 

 Σν αλνηθηό δεμηά δηάζηεκα [α, β) πνπ απνηειείηαη 
απφ ηνπο αξηζκνχο x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη  

x     θαη 
 

 Σν αλνηθηό αξηζηεξά δηάζηεκα (α, β] πνπ απνηειεί-
ηαη απφ ηνπο αξηζκνχο κε x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη  

x    . 
 

Σέινο, ππφ κνξθή δηαζηήκαηνο, 
 

 Σν ζχλνιν ησλ αξηζκψλ x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη  

α ≤ x ζπκβνιίδεηαη κε [α, +∞), ελψ 
 

 Σν ζχλνιν ησλ αξηζκψλ x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη  

x ≤ α ζπκβνιίδεηαη κε (-∞, α]. 
 
Με αλάινγν ηξφπν νξίδνληαη θαη ηα δηαζηήκαηα  
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(α, +∞) θαη (-∞, α). Σα ζχκβνια +∞ θαη -∞, πνπ 

δηαβάδνληαη «ζπλ άπεηξν» θαη «πιελ άπεηξν» 
αληηζηνίρσο, δελ παξηζηάλνπλ πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο. 
 
ηνλ παξαθάησ πίλαθα ζπλνςίδνληαη νη κνξθέο 
δηαζηεκάησλ πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ θαη νη δηάθνξεο 
αλαπαξαζηάζεηο ηνπο: 
 
 

ΓΗΑΣΖΜΑ ΑΝΗΟΣΖΣΑ ΤΜΒΟΛΗΜΟ 

 
 

α ≤ x ≤ β [α, β] 

 
 

α ≤ x ≤ β [α, β) 

 
 

α < x ≤ β (α, β] 

 
 

α < x ≤ β (α, β) 

 
 

x ≥ α [α, +∞) 

 
 

x > α (α, +∞) 

 
 

x ≤ α (-∞, α] 

 
 

x < α (-∞, α) 

 
 

ΔΦΑΡΜΟΓΔ 
 

1ε Λα απνδεηρζεί όηη : 

i) Αλ α, β νκόζεκνη αξηζκνί, ηόηε 
1 1

    
 

 

 

x

΄ 

x α β 

x

΄ 

x α β 

x

΄ 

x α β 

x

΄ 

x α β 

x

΄ 

x α 

x

΄ 

x α 

x

΄ 

x α 

x

΄ 

x α 
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ii) Γηα όινπο ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β 

ηζρύεη 
2 2 2      

 

iii) Αλ α > 0, ηόηε 
1

2  


 

 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

i) Αθνχ α, β είλαη νκφζεκνη αξηζκνί έρνπκε αβ > 0. Δπν- 
 

κέλσο ηζρχεη:  
1 1 1 1 

        
     

 

 

ii) Έρνπκε: 

 
22 2 2 22 2 0 0                 

πνπ ηζρχεη 

iii) Έρνπκε: 

 
22 21

2 1 2 1 2 0 1 0                 


 

 

πνπ ηζρχεη. 
 

2ε Αλ 
1 3

x
2 4

     θαη 
2 5

y
3 6

   , λα απνδεηρζεί  

 
όηη:  11 8x 12y 3 17      

 

ΑΠΟΓΔΗΞΖ 

Απφ ηελ αληζφηεηα 
1 3

x
2 4

    έρνπκε δηαδνρηθά: 

 

1 3
8 8x 8

2 4

 
    
 

 

 

 4 8x 6      (1) 
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Οκνίσο απφ ηελ 
2 5

y
3 6

     έρνπκε δηαδνρηθά:  

2 5
12 12y 12

3 6

 
    
 

 

 

8 12y<10

8 12y 10

 

   
    

10 12y<8     (2) 
 

Πξνζζέηνπκε ηψξα θαηά κέιε ηηο αληζφηεηεο (1) θαη (2), 
πνπ έρνπλ ηελ ίδηα θνξά, θαη έρνπκε: 

14 8x 12y 14,     

νπφηε ζα ηζρχεη: 
14 3 8x 12y 3 14 3        

Άξα 
11 8x 12y 3 17      

 

ΑΠΘΖΠΔΗΠ 
 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να απνδείμεηε φηη: 
 

i) α
2
 + 9 ≥ 6α   ii) 2(α

2
 + β

2
) ≥ (α + β)

2
 

 

2. Να απνδείμεηε φηη α
2
 + β

2
 - 2α +1 ≥ 0. Πφηε ηζρχεη ε  

ηζφηεηα; 
 

3. Να βξείηε ηνπο πξαγκαηηθνχο αξηζκνχο x θαη y ζε  
θαζεκηά απφ ηηο παξαθάησ πεξηπηψζεηο: 

i) Αλ (x - 2)
2
 + (y + 1)

2
 = 0   

ii) Αλ x
2
 + y

2
 - 2x + 4y + 5 = 0 

 

4. Αλ 4,5 < x < 4,6 θαη 5,3 < y < 5,4, λα βξείηε ηα φξηα  
κεηαμχ ησλ νπνίσλ πεξηέρεηαη ε ηηκή θαζεκηάο απφ  
ηηο παξαζηάζεηο: 
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i) x + y   ii) x - y   iii)  
x

y
  iv) x

2
 + y

2 

 

5. Σν πιάηνο x θαη ην κήθνο y ελφο νξζνγσλίνπ  
ηθαλνπνηνχλ ηηο αληζφηεηεο  2 < x < 3 θαη 3 < y < 5. Αλ  
απμήζνπκε ην πιάηνο θαηά 0,2 θαη ειαηηψζνπκε ην  
κήθνο θαηά 0,1, λα βξείηε ηηο δπλαηέο ηηκέο: 

i) ηεο πεξηκέηξνπ  

ii) ηνπ εκβαδνχ ηνπ λένπ νξζνγσλίνπ. 
 

6. Αλ 0 < α < β, λα δείμεηε φηη   
1 1

 


   
 

 

7. Να βξείηε ην ιάζνο ζηνπο παξαθάησ ζπιινγηζκνχο: 
Έζησ x > 5. Σφηε έρνπκε δηαδνρηθά 

 x > 5 
 5x > 25 

 5x - x
2
 > 25 - x

2
 

 x(5 -x) > (5 + x)(5 -x) 
 x > 5 + x 
 0 > 5. 

 
Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 
1. Γίλνληαη έλα θιάζκα      κε ζεηηθνχο φξνπο θαη έλαο  
 

ζεηηθφο αξηζκφο γ. Να απνδείμεηε φηη: 
 

i)   
 
 

ii)  
 
 

2. Αλ α > 1 > β, λα απνδείμεηε φηη α + β > 1 + αβ 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Αν 
 α 

β
 < 1, τότε 

 α + γ 

β + γ
 > 

 α 

β
M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

Αν 
 α 

β
 > 1, τότε 

 α + γ 

β + γ
 < 

 α 

β

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 α 

β
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3. Αλ α, β ζεηηθνί αξηζκνί, λα δείμεηε φηη  
 

 

    
1 1

4
 

     
  

 

 
4. Να απνδείμεηε φηη: 

i) α
2
 + αβ + β

2
 ≥ 0         ii) α

2
 - αβ + β

2
 ≥ 0 

  

93 / 60 



2.3 ΑΠΟΛΤΣΖ ΣΗΜΖ ΠΡΑΓΜΑΣΗΚΟΤ ΑΡΗΘΜΟΤ 

 

Οξηζκφο ηεο απφιπηεο ηηκήο 
Θεσξνχκε έλαλ αξηζκφ α πνπ παξηζηάλεηαη κε ην 
ζεκείν Α πάλσ ζε έλαλ άμνλα. 

 
 
 
 
 
 
 
Γλσξίδνπκε απφ ην Γπκλάζην φηη ε απφζηαζε ηνπ 
ζεκείνπ Α απφ ηελ αξρή Ο, δειαδή ην κήθνο ηνπ 

επζχγξακκνπ ηκήκαηνο ΟΑ, νλνκάδεηαη απόιπηε ηηκή 
ηνπ αξηζκνχ α θαη ηελ ζπκβνιίδεηαη κε |α|.  
 

Απφ ηνλ ηξφπν κε ηνλ νπνίν θαηαζθεπάζηεθε ν άμνλαο 
πξνθχπηεη φηη: 

13 13
2 2, , 2 2

5 5
    θαη γεληθά:    , γηα  

 

θάζε α > 0. 
Γειαδή: 

Ζ απόιπηε ηηκή ζεηηθνύ αξηζκνύ είλαη ν ίδηνο ν  
αξηζκόο. 

13 13
2 2, , 2 2

5 5
       θαη  γεληθά    , γηα  

 
θάζε α < 0. 

|α| = α 

Ν(0) Α(α) 

x΄ x 

|α| = -α 

Ν(0) Α(α) 

x΄ x 
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Γειαδή: 

Ζ απόιπηε ηηκή αξλεηηθνύ αξηζκνύ είλαη ν 
αληίζεηόο ηνπ. 

 

 0 0  

Δπνκέλσο, έρνπκε ηνλ αθφινπζν αιγεβξηθφ νξηζκφ 
ηεο απφιπηεο ηηκήο πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ. 

 

ΝΟΗΠΚΝΠ  
 
 

Ζ απόιπηε ηηκή ελφο πξαγκαηηθνχ αξηζκνχ α  
ζπκβνιίδεηαη κε  θαη νξίδεηαη απφ ηνλ ηχπν: 

                          
, 0

, 0

   
  

    
 

 
 

Απφ ηα πξνεγνχκελα ζπκπεξαίλνπκε ακέζσο φηη: 
 

 0     

     θαη     

 
2 2    

 
 

Αλ ζ > 0, ηφηε: 
 x x ή x        

 x x ή x        

Γηα παξάδεηγκα, 
 x 5 x 5 ή x 5      

 2 3 2 3 ή  3 2                   
 

4
2 ή   

3
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Ηδηφηεηεο ησλ απφιπησλ ηηκψλ 
Απφ ηνλ ηξφπν εθηέιεζεο ησλ πξάμεσλ κεηαμχ 
πξαγκαηηθψλ αξηζκψλ, πξνθχπηνπλ γηα ηηο απφιπηεο 
ηηκέο νη αθφινπζεο ηδηφηεηεο: 
 
 

1.        

2.



 

 

 
 

3.         

 

Οη ηδηφηεηεο απηέο, φκσο, κπνξνχλ λα απνδεηρζνχλ θαη 
κε ηε βνήζεηα ησλ πξνεγνχκελσλ ζπκπεξαζκάησλ. 
 

ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
1. Δπεηδή θαη ηα δχν κέιε ηεο ηζφηεηαο       

είλαη κε αξλεηηθνί αξηζκνί, έρνπκε δηαδνρηθά: 
 

 
22

              

      
2 2 2

        

 
2 2 2     , πνπ ηζρχεη. 

 

2. Απνδεηθλχεηαη κε ηνλ ίδην ηξφπν. 
 

3. Δπεηδή θαη ηα δχν κέιε ηεο αληζφηεηαο  

        είλαη κε αξλεηηθνί αξηζκνί, έρνπκε 

δηαδνρηθά: 

 
22

               

 
2 2 2

2          

2 2 2 22 2               |, πνπ ηζρχεη.  
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Δίλαη θαλεξφ φηη ε ηζφηεηα    ηζρχεη αλ θαη κφλν 

αλ 0  , δειαδή αλ θαη κφλν αλ νη αξηζκνί  α θαη  β 

είλαη νκφζεκνη ή έλαο ηνπιάρηζηνλ απφ απηνχο είλαη 
ίζνο κε κεδέλ. 

ΠΣΝΙΗΝ 
 Ζ ηζφηεηα        ηζρχεη θαη γηα πεξηζζφηε-

ξνπο παξάγνληεο. πγθεθξηκέλα: 

1 2 1 2... ...                

  ηελ εηδηθή κάιηζηα πεξίπησζε πνπ είλαη  

1 2 ...         , έρνπκε: 
  

 

 Ζ αληζφηεηα         ηζρχεη θαη γηα 

πεξηζζφηεξνπο πξνζζεηένπο.  
πγθεθξηκέλα: 

1 2 1 2... ...               
 

Απφζηαζε δπν αξηζκψλ 
 Αο πάξνπκε ηψξα δπν αξηζκνχο, γηα παξάδεηγκα ηνπο 

-2 θαη 3, πνπ παξηζηάλνληαη πάλσ ζηνλ άμνλα κε ηα 
ζεκεία Α θαη Β αληηζηνίρσο. 

 
 
 
Σν κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ιέγεηαη απφζηαζε ησλ 
αξηζκψλ -2 θαη 3. Παξαηεξνχκε φηη 

 

     5 2 3 3 2        . 

Γεληθφηεξα, αο ζεσξήζνπκε δπν αξηζκνχο α θαη β πνπ 
παξηζηάλνληαη πάλσ ζηνλ άμνλα κε ηα ζεκεία Α θαη Β 
αληηζηνίρσο. 
 

 

5 κνλάδεο 

Ν(0) Β(3) 

x΄ x 

Α(-2) 
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Σν κήθνο ηνπ ηκήκαηνο ΑΒ ιέγεηαη απόζηαζε ησλ 
αξηζκψλ α θαη β, ζπκβνιίδεηαη κε d(α,β) θαη είλαη ίζε κε 

  . Δίλαη δειαδή: 
 

 d ,      

Πξνθαλψο ηζρχεη    d , d ,     . ηελ πεξίπησζε 

κάιηζηα πνπ είλαη α < β, ηφηε ε απφζηαζε ησλ α θαη β 

είλαη ίζε κε β - α θαη ιέγεηαη κήθνο ηνπ δηαζηήκαηνο  
[α, β]. 
 

 Αο ζεσξήζνπκε ηψξα έλα δηάζηεκα [α, β] θαη αο 
νλνκάζνπκε Α θαη Β ηα ζεκεία πνπ παξηζηάλνπλ ζηνλ 
άμνλα ηα άθξα α θαη β αληηζηνίρσο. 

 
 
 
Αλ Μ (x0) είλαη ην κέζνλ ηνπ ηκήκαηνο AB, ηφηε έρνπκε  

   0 0(MA) (MB) d x , d x ,      

0 0x x      

0 0x x          0χ x          
 

02x    
 

0x
2

  
           

  

 

d(α,β) = |α - β| 

Ν(0) Β(β) 

x΄ x 

Α(α) 

x 

Κ(x0) Β(β) 

x΄ 

Α(α) 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

β - α

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

β - α

2
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Ο αξηζκφο    
2

  
  πνπ αληηζηνηρεί ζην κέζνλ Μ ηνπ  

 

ηκήκαηνο ΑΒ ιέγεηαη θέληξν ηνπ δηαζηήκαηνο [α, β],  
 

ελψ ν αξηζκφο  
2

  
    ιέγεηαη αθηίλα ηνπ [α, β]. 

 
Χο κήθνο, θέληξν θαη αθηίλα ησλ δηαζηεκάησλ (α, β), 
 [α, β) θαη (α, β] νξίδνπκε ην κήθνο, ην θέληξν θαη ηελ 
αθηίλα ηνπ δηαζηήκαηνο [α, β]. 
 
 Έζησ ηψξα φηη ζέινπκε λα βξνχκε ηνπο πξαγκαηη-
θνχο αξηζκνχο x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη x 3 2  . 

 
 
 
 
 
 
Απφ ηνλ νξηζκφ ηεο απφζηαζεο έρνπκε: 

 x 3 2 d x,3 2     

3 2 x<3+2    
 x 3 2, 3 2     

Γεληθά: 
 

 

 

0Γηα x θαη  0, ηζρχεη:    

 0 0 0

0 0

x x x x , x

x x x

        

      
 

 

x 

x 3 

x΄ 

1 5 

2 κνλάδεο 2 κνλάδεο 

d(x,3) 
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Γειαδή, νη αξηζκνί x πνπ ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε  

0x x     είλαη ηα ζεκεία ηνπ δηαζηήκαηνο  

(x0 - ξ, x0 + ξ) πνπ έρεη θέληξν ην x0 θαη αθηίλα ξ. 

 
 
 
 
. 

ηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ είλαη   x0 = 0, έρνπκε: 
 

x    x ,    x     . 
 

Γηα παξάδεηγκα, 
 

x 2  x 2, 2 2 x 2       . 

 Έζησ, ηψξα, φηη ζέινπκε λα βξνχκε ηνπο πξαγκαηη-
θνχο αξηζκνχο x γηα ηνπο νπνίνπο ηζρχεη x 3 2  . 

 
 
 
 
 
 
 

 

Απφ ηνλ νξηζκφ ηεο απφζηαζεο έρνπκε: 
 

 x 3 2 d x,3 2     

x 3 2 ή x 3 2      

   x , 3 2 3 2,        . 

Γεληθά: 
 

 

 

0Γηα x θαη  0, ηζρχεη:    

   0 0 0

0 0

x x x , x x ,

x x ή x x

            

      
 

d(x, 3) 

x 

1 3 

x΄ 

x 

2 κνλάδεο 2 κνλάδεο 

5 

d(x,x0) 

x 

x x0 

x΄ 

x0 - 

ξ 

ξ κνλάδεο 
ξ κνλάδεο 

x0 + ξ 
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Γειαδή νη αξηζκνί x πνπ ηθαλνπνηνχλ ηε ζρέζε  

0x x     αληηζηνηρνχλ ζε ζεκεία Μ(x) ηνπ άμνλα x΄x 

πνπ απέρνπλ απφ ην ζεκείν Κ(x0) απφζηαζε 

κεγαιχηεξε ηνπ ξ. 

 
 
 
 
ηελ εηδηθή πεξίπησζε πνπ είλαη   x0 = 0, ε ηειεπηαία 

ηζνδπλακία παίξλεη ηε κνξθή: 
x   x ή x      

Γηα παξάδεηγκα: 
 x 2 x 2 ή x 2    . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

d(x, x0) 

x 

x0 - ξ x0 

x΄ 

x 

ξ κνλάδεο ξ κνλάδεο 

x0 + ξ 
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ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Να γξάςεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο ρσξίο 
απφιπηεο ηηκέο.  

i)  3   ii)  4   

iii) 3 4      iv) 2 3 3 2    

2. Αλ 3 < x < 4, λα γξάςεηε ρσξίο ηελ απφιπηε ηηκή ηελ 
παξάζηαζε 

                                                    x 3 x 4    

3. Να γξάςεηε ρσξίο ηελ απφιπηε ηηκή ηελ παξάζηαζε 

x 3 4 x   , φηαλ:  

i)   x < 3   ii)    x > 4. 
 

4. Αλ α ≠ β, λα βξείηε ηελ ηηκή ηεο παξάζηαζεο 
  

  
. 

5. Αλ x ≠ 0 θαη y ≠ 0, λα βξείηε ηηο ηηκέο πνπ κπνξεί λα  
 

πάξεη ε παξάζηαζε  
x y

x y
    

 
 

6. Ζ δηάκεηξνο ελφο δίζθνπ κεηξήζεθε θαη βξέζεθε 
2,37dm. Σν ιάζνο ηεο κέηξεζεο είλαη ην πνιχ 
0,005dm. Αλ D είλαη ε πξαγκαηηθή δηάκεηξνο ηνπ θχ-
θινπ, ηφηε: 

i) Να εθθξάζεηε ηελ παξαπάλσ παξαδνρή κε ηε  
βνήζεηα ηεο έλλνηαο ηεο απφζηαζεο 

ii) Να βξείηε κεηαμχ πνηψλ νξίσλ βξίζθεηαη ε ηηκή D. 
 

7. Να ζπκπιεξψζεηε ηνλ παξαθάησ πίλαθα φπσο 
δείρλεη ε πξψηε γξακκή ηνπ. 
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ΠΗΝΑΚΑ 
 

Απφιπηε 
Σηκή 

Απφζηαζε 
Γηάζηεκα ή έλσζε 

δηαζηεκάησλ 

x 4 2   d(x,4) 2   2, 6  

x 3 4     

x 4 2     

x 3 4     

 d(x,5) 1   

 d(x, 1) 2    

 d(x,5) 1   

 d(x, 1) 2    

  (-2, 2) 

  [-5, 1] 

     , 2 2,      

     , 5 1,      

 

Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Να απνδείμεηε φηη           . 
 

2. Αλ α > β, λα απνδείμεηε φηη: 

i) 
2

      
   ii) 

2
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3. Ση ζεκαίλεη γηα ηνπο αξηζκνχο x θαη y : 
i) H ηζφηεηα x y 0  ;    ii) H αληζφηεηα x y 0  ; 

 
4. Έζησ 0 < α < β. 

i) Να δηαηάμεηε απφ ηνλ κηθξφηεξν ζην κεγαιχηεξν  
 

ηνπο αξηζκνχο 1, 



 θαη 




. 

 
ii) Να δείμεηε φηη ζηνλ πξαγκαηηθφ άμνλα ν αξηζκφο        
 

    



 βξίζθεηαη πιεζηέζηεξα ζην 1 απφ φηη ν  

 

 

αξηζκφο  



.    

 
 

5. Αλ x 2 0,1    θαη y 4 0,2    λα εθηηκήζεηε ηελ ηηκή 

ηεο πεξηκέηξνπ ησλ παξαθάησ ζρεκάησλ: 

 
 
 
 
 

   

y y 

x 

x 

x 

y 

x 
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2.4 ΡΗΕΔ ΠΡΑΓΜΑΣΗΚΧΝ ΑΡΗΘΜΧΝ 

 

Σεηξαγσληθή ξίδα κε αξλεηηθνχ αξηζκνχ 
 

ην Γπκλάζην κάζακε ηελ έλλνηα ηεο ηεηξαγσληθήο 
ξίδαο κε αξλεηηθνχ αξηζκνχ θαη ηηο ηδηφηεηέο ηεο. 
πγθεθξηκέλα κάζακε φηη:  
 

ΝΟΗΠΚΝΠ 
 
 

H ηεηξαγσληθή ξίδα ελφο κε αξλεηηθνχ αξηζκνχ α  
 

ζπκβνιίδεηαη κε   θαη είλαη ν κε αξλεηηθφο αξηζκφο  
 

πνπ, φηαλ πςσζεί ζην ηεηξάγσλν, δίλεη ηνλ α.  
 

Μπνξνχκε επνκέλσο λα πνχκε φηη:  

Αλ α > 0, ε   παξηζηάλεη ηε κε αξλεηηθή ιύζε ηεο 

εμίζσζεο x
2
 = α. 

Γηα ηηο ηεηξαγσληθέο ξίδεο κε αξλεηηθψλ αξηζκψλ 
γλσξίζακε ηηο παξαθάησ ηδηφηεηεο: 
 

 
 

       

       
 

 



 

 
λ-νζηή ξίδα κε αξλεηηθνχ αξηζκνχ 
 

Αο ππνζέζνπκε φηη ζέινπκε λα θαηα-
ζθεπάζνπκε κηα θπβηθή δεμακελή ρσ--
ξεηηθφηεηαο 64 θπβηθψλ κέηξσλ θαη 
δεηάκε ηελ πιεπξά ηεο. Αλ x κέηξα 

x 

x 
x 
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είλαη ε πιεπξά ηεο δεμακελήο, ηφηε ν 

φγθνο ηεο ζα είλαη x
3
 θπβηθά κέηξα  

θαη επνκέλσο ζα ηζρχεη: x
3
 = 64. 

Αλαδεηνχκε ινηπφλ έλαλ αξηζκφ x πνπ, 
φηαλ πςσζεί ζηνλ θχβν, ζα καο δψζεη 
64. Ο αξηζκφο απηφο, αθνχ παξηζηάλεη  
κήθνο, πξέπεη λα είλαη ζεηηθφο. Με δνθηκέο βξίζθνπκε 

φηη ν δεηνχκελνο αξηζκφο είλαη ν 4, δηφηη 4
3
 = 64. 

Ο αξηζκφο 4 ιέγεηαη ηξίηε ξίδα ηνπ 64 θαη ζπκβνιίδεηαη  
 

κε 3 64 . Γειαδή  3 64   = 4. Ζ ηξίηε ξίδα ελφο αξηζκνχ 

ιέγεηαη θαη θπβηθή ξίδα ηνπ αξηζκνχ απηνχ. 

Γεληθεχνληαο ηψξα ηα παξαπάλσ γηα θάζε ζεηηθό 
αθέξαην λ, δίλνπκε ηνλ αθφινπζν νξηζκφ. 
 

ΝΟΗΠΚΝΠ 
 

Ζ λ-νζηή ξίδα ελφο κε αξλεηηθνχ αξηζκνχ α ζπκβνιί- 
 

δεηαη κε    θαη είλαη ν κε αξλεηηθφο αξηζκφο
(1)

 πνπ,  
 

φηαλ πςσζεί ζηελ λ, δίλεη ηνλ α. 
 

Δπίζεο γξάθνπκε 
1     θαη  2     

 

Μπνξνχκε επνκέλσο λα πνχκε φηη: 

Αλ α ≥ 0, ηόηε ε    παξηζηάλεη ηε κε αξλεηηθή ιύζε 

ηεο εμίζσζεο  x
λ
 = α. 

 

 
 
(1)

Απνδεηθλχεηαη φηη ππάξρεη θαη είλαη κνλαδηθφο 

64 4 

 

4
3

 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

64
3
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ΠΣΝΙΗΝ  
 

Δίλαη 10
4

 = 10000, νπφηε 4 10000 10 . Δίλαη επίζεο θαη  

(-10)
4
 = 10000. κσο, δελ επηηξέπεηαη λα  

 

γξάθνπκε  4 10000 10  , αθνχ, ζχκθσλα κε ηνλ  
 

παξαπάλσ νξηζκφ, ε  4 10000  είλαη ε κε αξλεηηθή ιχζε 

ηεο εμίζσζεο x
4
 = 10000. 

 

Ηδηφηεηεο ησλ ξηδψλ 
Απφ ηνλ νξηζκφ ηεο λ-νζηήο ξίδαο ελφο κε αξλεηηθνχ 
αξηζκνχ α, ζπκπεξαίλνπκε ακέζσο φηη: 
 

 Αλ α ≥ 0, ηφηε: 

 


      θαη 
     

 
 Αλ α ≤ 0 θαη λ άξηηνο, ηφηε: 
 

   
       

 

Γηα παξάδεηγκα:  

6 62 2       ελψ    
66 2 2 2     

 

Ηζρχνπλ φκσο θαη νη αθφινπζεο ηδηφηεηεο, απφ ηηο 
νπνίεο νη δχν πξψηεο είλαη αλάινγεο ησλ ηδηνηήησλ ηεο 
ηεηξαγσληθήο ξίδαο: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Math Composer 1.1.5 
http://www.mathcomposer.com 
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Αλ α, β ≥ 0, ηφηε: 

1. 
         

2. (εθφζνλ  0)





 
  


 

  
 

3. 
      

4. 
      

 

ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
1. Έρνπκε: 

   

   
, πνπηζρχεη.

     

  

            

      

     

 

 

 
2. Απνδεηθλχεηαη φπσο θαη ε 1. 
 

3. Έρνπκε: 

   

 

  ,        πνπ  ηζρχεη.

    




 




      

 
    

 

   

 

 

 

4. Έρνπκε: 

http://.mat

hcomcom 
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ΠΣΝΙΗΝ 
Ζ ηδηφηεηα 1. ηζρχεη θαη γηα πεξηζζφηεξνπο απφ δπν κε 
αξλεηηθνχο παξάγνληεο. πγθεθξηκέλα, γηα κε 

αξλεηηθνχο αξηζκνχο α1, α2, ... , αθ ηζρχεη: 

1 2 1 2... ...   
               

 
ηελ εηδηθή κάιηζηα πεξίπησζε πνπ είλαη  

α1 = α2 = ... = αθ = α > 0, ηζρχεη: 

 
      

νπφηε, ιφγσ ηεο ηδηφηεηαο 1, γηα α, β ≥ 0 έρνπκε 

             
 
Γπλάκεηο κε ξεηφ εθζέηε 
 

ηε ζπλέρεηα ζα νξίζνπκε παξαζηάζεηο ηεο κνξθήο 


 , φπνπ α > 0, κ αθέξαηνο θαη λ ζεηηθφο αθέξαηνο, ηηο 

νπνί-εο ζα νλνκάζνπκε δπλάκεηο κε ξεηό εθζέηε. Ο 

νξηζκφο ζα γίλεη κε ηέηνην ηξφπν, ψζηε λα δηαηεξνχληαη 
νη γλσ-ζηέο καο ηδηφηεηεο ησλ δπλάκεσλ κε αθέξαην 
εθζέηε. 

 

Ση ζα πξέπεη, γηα παξάδεηγκα, λα ζεκαίλεη ην

2

53  ; Αλ  
 

απαηηήζνπκε λα ηζρχεη ε ηδηφηεηα  
q

p pqa    θαη γηα  
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δπλάκεηο κε ξεηφ εθζέηε, ηφηε ζα είλαη 

5
2 2

5
25 53 3 3

 
   
 
 

 

Άξα πξέπεη ν  

2

53   λα είλαη ιχζε ηεο εμίζσζεο x
5
 = 3

2
. 

 

 

Γειαδή πξέπεη λα είλαη 

2
5 253 3 . Γεληθά: 

ΝΟΗΠΚΝΠ 
 
 

 

Αλ α > 0, κ αθέξαηνο θαη λ 
ζεηηθφο αθέξαηνο, ηφηε νξίδνπκε: 

                               


     

 

 

Δπηπιένλ, αλ κ, λ ζεηηθνί αθέξαηνη, ηφηε νξίδνπκε               

 

  0 0



  . Γηα παξάδεηγκα: 

2
3 2 338 8 64 4    θαη     

        

4
3 43 3

4 43 4

1 1 1
27 27

27 327


     

Με ηε βνήζεηα ησλ ηδηνηήησλ ησλ ξηδψλ απνδεηθλχεηαη 
φηη νη ηδηφηεηεο ησλ δπλάκεσλ κε αθέξαην εθζέηε 
ηζρχνπλ θαη γηα δπλάκεηο κε ξεηφ εθζέηε. Σν γεγνλφο 
απηφ δηεπθνιχλεη ην ινγηζκφ κε ηα ξηδηθά. Έηζη έρνπκε 
γηα παξάδεηγκα είλαη: 

 
 

              
1 1 11 7

12 734 3 4 34 12
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ΔΦΑΡΜΟΓΔ 
 

1ε Αλ α θαη β είλαη κε αξλεηηθνί αξηζκνί, λα 
απνδεηρζεί ε ηζνδπλακία: 

             
 

ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
Έρνπκε: 

     
           

 

    , πνπ ηζρχεη. 
 

2ε Λα ηξαπνύλ νη παξαζηάζεηο ζε ηζνδύλακεο, ρσξίο 
ξηδηθά ζηνπο παξνλνκαζηέο: 

i) 
15

3
 ii) i

10

5 1
 iii) 

6

7 5
 

 
ΙΠΖ 
Έρνπκε: 

i) 

 
2

15 15 3 15 3 15 3
5 3

33 3 3 3

 
   


  

ii) 

 
   

 

 

 

 

2 2

10 5 1 10 5 1 10 5 110

5 15 1 5 1 5 1 5 1

5 5 1

2
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iii) 

 
   

 

   

 
 

2 2

6 7 5 6 7 56

7 5 7 5 7 5 7 5

6 7 5
3 7 5

7 5

 
 

   


  



 

 

 
3ε Λα απνδεηρζεί όηη: 

3 610 5 40 10    
 
ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
Έρνπκε: 

   
1 1 11 11

33 6 3 6 32 62

1 3 1 1 11 1 1 1 1

3 6 6 3 62 2 2 2 2

1 1 1
1 2 3 6

10 5 40 10 5 40 2 5 5 2 5

2 5 5 2 5 2 2 5 5 5

2 5 2 5 10
 

         

         

    

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να ππνινγίζεηε ηηο ξίδεο: 

  i) 100 , 
3 1000 , 

4 10000 , 
5 100000 . 

 

ii) 4 , 
3 8 , 

4 16 , 
5 32 . 

 

iii) 0,01 , 
3 0,001 , 

4 0,0001, 
5 0,00001.  
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2. Να γξάςεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο ρσξίο ξηδηθά 
 

  i)  
2

4   ii)  
2

20  iii)  
2

x 1  iv) 

2x

4
 

 

3. Να απνδείμεηε φηη:    
2 2

2 5 3 5 1     

 

4. Να απνδείμεηε φηη: 
 

   x 5 x 3 x 5 x 3 8          
 

5. Να απνδείμεηε φηη:  
 

i)  2 2 2 2 2 2      

ii) 
3 33 2 3 5 3 5 2      

 

6. Να απνδείμεηε φηη: 
 

i) 2 2 2 2 2 2      

ii) 
3 33 2 3 5 3 5 2      

 

7. Να απνδείμεηε φηη: 
 

i) 
3 32 2 2   ii) 

5 3 32 2 2 2  
 
 

8. Να απνδείμεηε φηη: 
 

i) 
4 3 3 123 3 3 3    ii) 

9 6 188 5 132 2 2 2    
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iii) 
9 6 188 5 132 2 2 2    

 

9. Να απνδείμεηε φηη: 
 

i) 
25 12

10
75


  ii) 

216 75
18

50


  

 
 

10. Να κεηαηξέςεηε ηηο παξαθάησ παξαζηάζεηο ζε 
ηζνδχλακεο κε ξεηνχο παξαλνκαζηέο: 

 

i)  
4

5 3
 ii) i

8

7 5
 ii)  

7 6

7 6




 

 

 

11. Να απνδείμεηε φηη: 

i)  
162 98

16
50 32





 ii)  

12 20

11 6

9 3
3

9 27





 

 

 
αθνχ αλαιχζεηε ηα ππφξηδα ζε γηλφκελα πξψησλ  
παξαγφλησλ. 

 

Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. i) Να απνδείμεηε φηη: 

 

    
3 3 2 2

5 6
3 2
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    ii) Αλ α, β > 0 λα απνδείμεηε φηη 

 

   ( )
    

     
  

 
 

2. i) Να βξείηε ηα αλαπηχγκαηα ησλ  
2

3 2 7 θαη   

   
2

3 2 7  

 
    ii) Να απνδείμεηε φηη: 

 
   37 12 7 37 12 7 6     

 

3. i) Να απνδείμεηε φηη ν αξηζκφο 

2
2 3

3 2

 
 

 
 

είλαη ξεηφο 
 

   ii) Αλ α ζεηηθφο ξεηφο, λα απνδείμεηε φηη ν 

2
1 

  
 

                 

είλαη ξεηφο. 
 

4. Να απνδείμεηε φηη:  
 

i) 
3 5

4
5 3 5 3

 
 

 

ii) 

   
2 2

1 1
8 3

2 3 2 3
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5. ε έλα νξζνγψλην ηξίγσλν νη θάζεηεο πιεπξέο ηνπ  
 

είλαη     θαη     

 i) Να ππνινγίζεηε ηελ ππνηείλνπζα ΒΓ ηνπ ηξηγψλνπ. 
ii) Με ηε βνήζεηα ηεο ηξηγσληθήο αληζφηεηαο λα  

απνδείμεηε φηη: 
 

             

 
iii) Γηα κε αξλεηηθνχο αξηζκνχο α θαη β, λα απνδείμεηε  
 

φηη         . Πφηε ηζρχεη ε ηζφηεηα; 
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ΔΟΥΡΖΠΔΗΠ ΘΑΡΑΛΝΖΠΖΠ 1νπ ΘΔΦΑΙΑΗΝ 

 

1. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο λα 
θπθιώζεηε ην γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη α-
ιεζήο γηα όινπο ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β, 
γ θαη δ. Γηαθνξεηηθά λα θπθιώζεηε ην γξάκκα Τ. 

 
 

1. ( θαη )               Α  Φ 

2. Αλ α
2
 = αβ, ηφηε α = β. Α  Φ 

3. (α + β)
2
 = α

2
 + β

2
. Α  Φ 

4. 
Σν άζξνηζκα α + β δχν άξξεησλ 
αξηζκψλ α θαη β είλαη άξξεηνο αξηζκφο 

Α  Φ 

5. 
Σν γηλφκελν α  β δχν άξξεησλ αξηζκψλ 
α θαη β είλαη άξξεηνο αξηζκφο. 

Α  Φ 

6. Αλ α > β θαη γ < δ, ηφηε     α - γ > β - δ. Α  Φ 

7. Αλ α
2
 > αβ, ηφηε α > β. Α  Φ 

8. 
Αλ  1





 ηφηε      

 

Α  Φ 

9. Αλ α > β θαη α >- β, ηφηε   α > 0. Α  Φ 

10. 
Αλ  

1
 


,ηφηε  1   

 

Α  Φ 

11. Αλ α < β < 0, ηφηε α
2
 > β

2
. Α  Φ 

12. Αλ α >-2 θαη β > -3, ηφηε αβ > 6. Α  Φ 

13. Αλ α <-2 θαη β <-3, ηφηε αβ > 6. Α  Φ 

14. 4α
2
 - 20αβ + 25β

2
 ≥ 0. Α  Φ 

15. (α - 1)
2
 +(α + 1)

2
 > 0. Α  Φ 

16. (α
2
 - 1)

2
 +(α + 1)

2
 > 0. Α  Φ 
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17.    
2 2

0 0              Α  Φ 
 

 
II. Να επηιέμεηε ηε ζσζηή απάληεζε ζε θαζεκηά απφ ηηο 
παξαθάησ πεξηπηψζεηο. 
 

1. Αλ 2 < x < 5 ηφηε ε παξάζηαζε   |x - 2| + |x - 5| είλαη 
ίζε κε: 
 

18. Αλ α  β > 0, ηφηε  |α + β| = |α| + |β|. Α  Φ 

19. 

 

Αλ α
2
 = β, ηφηε      

 

Α  Φ 

20. 2   Α  Φ 

21. Αλ 0  , ηφηε  
2

    Α  Φ 

22. 

Αλ   α  β ≥ 0, ηφηε  κπνξνχκε πάληνηε  
 

λα γξάθνπκε        
Α  Φ 

23. 

 

Αλ   0  ,ηφηε 2       
 

Α  Φ 

24. 
2 2       Α  Φ 

25. 

Αλ α ≥ 0, ηφηε   κπνξνχκε πάληνηε  λα   
 

γξάθνπκε 
6 3    

 

Α  Φ 

26. 
Μπνξνχκε πάληνηε λα γξάθνπκε   

4 2    
Α  Φ 

27. 5
25

 > 25
5
. Α  Φ 

28. 11
22

 > 22
11

.
 

Α  Φ 
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Α) 2x - 7 Β) 7 - 2x       Γ) -3      Γ) 3. 
 

2. Αλ 10 < x < 20 ηφηε ε ηηκή ηεο παξάζηαζεο 

       
x 10 x 20

x 10 x 20

 


 
   είλαη ίζε κε: 

 
 

Α) 2  Β) -2  Γ) 10  Γ) 0. 

 

3. Αλ 6 10  , 2   θαη 
3 3   ηφηε 

Α) α < β < γ     Β) α < γ < β     Γ) γ < α < β Γ) β < γ < α. 
 

4. Ο αξηζκφο 9 4 5  είλαη ίζνο κε:  

 

Α) 3 2 5      Β) 
43 2 5      Γ) 2 5       Γ) 

42 5 . 
 

III. Πηνλ παξαθάησ άμνλα ηα ζεκεία Ν, Η, Α θαη Β 
παξηζηάλνπλ ηνπο αξηζκνύο 0, 1, α θαη β 
αληηζηνίρσο, κε 0 < α < 1 θαη β > 1, ελώ ηα 
ζεκεία Γ, Γ, Δ, Ε, Ζ θαη Θ παξηζηάλνπλ ηνπο  

 

αξηζκνύο  ,  , α
2
, β

2
, α

3
 θαη β

3
, όρη όκσο κε 

ηελ ζεηξά πνπ αλαγξάθνληαη. Λα αληηζηνηρίζεηε 
ηα ζεκεία Γ, Γ, Δ, Ε, Ζ θαη Θ κε ηνπο αξηζκνύο 
πνπ παξηζηάλνπλ. 

 
 

Γ Γ Δ Ε Ζ Θ 

      

 

β 

x Δ Η Ε Β Ο Γ Γ Α Ζ x΄ 

0 1 

Θ 

α 
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ΗΠΡΝΟΗΘΝ ΠΖΚΔΗΥΚΑ 
 

Ο «δηπιαζηαζκφο ηνπ ηεηξαγψλνπ»,  
δειαδή ε θαηαζθεπή ελφο ηεηξαγψ- 
λνπ κε εκβαδφ δηπιάζην ελφο άιινπ  
δνζέληνο ηεηξαγψλνπ, κπνξεί λα  
γίλεη κε κηα απιή «γεσκεηξηθή»  
θαηαζθεπή. Λέγνληαο «γεσκεηξηθή»  
θαηαζθεπή ελλννχκε θαηαζθεπή κε  
ράξαθα θαη δηαβήηε. 
Χζηφζν, ε πιεπξά β, ηνπ ηεηξαγψλνπ κε ην δηπιάζην 
εκβαδφ, δελ πξνθχπηεη απφ ηελ πιεπξά α κε πνιια-
πιαζηαζκφ επί ξεηφ αξηζκφ. Απηφ ζεκαίλεη φηη δελ 
ππάξρεη επζχγξακκν ηκήκα (σο κνλάδα κέηξεζεο) κε 
ην νπνίν κπνξνχκε λα κεηξήζνπκε αθξηβψο ηα δπν 
απηά ηκήκαηα, πιεπξά θαη δηαγψλην ηεηξαγψλνπ. Ζ 
απφδεημε ηεο χπαξμεο άξξεησλ αξηζκψλ ζεσξείηαη κηα 
απφ ηηο ζπνπδαηφηεξεο αλαθαιχςεηο ησλ Ππζαγνξείσλ. 
(Ππζαγφξαο: 6νο π. Υ. αηψλαο). Οη αξραίνη Έιιελεο 
είραλ κηα βαζεηά πίζηε φηη πάληνηε δπν επζχγξακκα 
ηκήκαηα έρνπλ θνηλφ κέηξν. Γη’ απηφ, ζηα πιαίζηα ηεο 
επνρήο εθείλεο, ε αλαθάιπςε απηή ησλ Ππζαγνξείσλ 
δελ ήηαλ απιά θαη κφλν κηα ελδηαθέξνπζα καζεκαηηθή 
πξφηαζε, αιιά ζήκαηλε ηελ αλαηξνπή ζεκειησδψλ 
θηινζνθηθψλ αληηιήςεσλ γηα ηνλ θφζκν θαη ηε θχζε. 
Ήηαλ θεληξηθή αληίιεςε ησλ Ππζαγνξείσλ φηη ε νπζία 
θάζε φληνο κπνξεί λα αλαρζεί ζε θπζηθνχο αξηζκνχο. Ο 
λενππζαγφξεηνο Φηιφιανο γχξσ ζηα 450 π.Υ., έγξαθε: 
 

«Πραγκαηηθά ηο θαζεηί ποσ γλωρίδοσκε έτεη έλαλ αρηζκό 
(δειαδή θσζηθό). Αιιηώς ζα ήηαλ αδύλαηο λα ηο γλωρί-
ζοσκε θαη λα ηο θαηαιάβοσκε κε ηε ιογηθή. Το έλα είλαη ε 
αρτή ηοσ παληός». 
 

Ζ αλαθάιπςε ινηπφλ φηη ππάξρνπλ κεγέζε θαη κάιηζηα 
απιά, φπσο ε ππνηείλνπζα ηεηξαγψλνπ, ηα νπνία δελ 
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κπνξνχλ λα εθθξαζηνχλ ζηα πιαίζηα ησλ θπζηθψλ 
αξηζκψλ, ζεσξήζεθε αιεζηλή ζπκθνξά γηα ηελ 
ππζαγφξεηα θηινζνθία. Υαξαθηεξηζηηθνί είλαη νη ζξχινη 
πνπ πεξηβάιινπλ ην γεγνλφο απηφ. Καηά έλαλ απφ 
απηνχο, ε αλαθάιπςε ηεο χπαξμεο ησλ άξξεησλ αξηζ-
κψλ έγηλε απφ ηνλ ππζαγφξεην Ίπαζζν, φηαλ απηφο θαη 
άιινη Ππζαγφξεηνη ηαμίδεπαλ κε πινίν. Ζ αληίδξαζε 
ησλ Ππζαγνξείσλ ήηαλ λα πλίμνπλ ηνλ Ίπαζζν θαη λα 
ζπκθσλήζνπλ κεηαμχ ηνπο λα κε δηαδνζεί ε αλαθάιπ-
ςε πξνο ηα έμσ. 
Ζ ππέξβαζε ησλ «δπζθνιηψλ» πνπ θέξλεη ζηα Μαζε-
καηηθά ε χπαξμε άξξεησλ αξηζκψλ, θαηέζηε δπλαηή 
απφ ηνλ Δχδνμν (360 π.Υ.) κε ηελ ηδηνθπή «ζεσξία ησλ 
Λφγσλ». Ζ απφδεημε γηα ην φηη έλαο ζπγθεθξηκέλνο 
αξηζκφο είλαη άξξεηνο είλαη έλα πξφβιεκα πνπ απαηηεί 
πνιιέο θνξέο πνιχπινθνπο ζπιινγηζκνχο. 

 
 

 

  

  

121 / 78 



 

ΠΔΡΗΔΥΟΜΔΝΑ 1νπ ΣΟΜΟΤ 

 

ΔΗΑΓΧΓΗΚΟ ΚΔΦΑΛΑΗΟ 

Δ1 Σν Λεμηιφγην ηεο Λνγηθήο …………………………..…..8 

Δ2 χλνια ………………………………………………..…..14 

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 1ν:  

Πηζαλφηεηεο 

1.1 Γεηγκαηηθφο Υψξνο – 

Δλδερφκελα……………………………………………….….25 

1.2 Έλλνηα ηεο Πηζαλφηεηαο……………………………....42  

ΚΔΦΑΛΑΗΟ 2ν:  

Οη Πξαγκαηηθνί Αξηζκνί 

2.1 Οη Πξάμεηο θαη νη Ηδηφηεηέο ηνπο  ............................ .68 

2.2 Γηάηαμε Πξαγκαηηθψλ Αξηζκψλ  ........................ …..84 

2.3 Απφιπηε Σηκή Πξαγκαηηθνχ Αξηζκνχ  ............... …..94 

2.4 Ρίδεο Πξαγκαηηθψλ Αξηζκψλ ................................. 105 

 

 

 

 

 

  

  



  



Βάζεη ηνπ λ. 3966/2011 ηα δηδαθηηθά βηβιία ηνπ 

Γεκνηηθνχ, ηνπ Γπκλαζίνπ, ηνπ Λπθείνπ, ησλ ΔΠΑ.Λ. θαη 

ησλ ΔΠΑ.. ηππψλνληαη απφ ην ΗΣΤΔ - ΓΗΟΦΑΝΣΟ θαη 

δηαλέκνληαη δσξεάλ ζηα Γεκφζηα ρνιεία. Σα βηβιία 

κπνξεί λα δηαηίζεληαη πξνο πψιεζε, φηαλ θέξνπλ ζηε 

δεμηά θάησ γσλία ηνπ εκπξνζζφθπιινπ έλδεημε 

«ΓIΑΣΗΘΔΣΑΗ ΜΔ ΣΗΜΖ ΠΧΛΖΖ». Κάζε αληίηππν πνπ 

δηαηίζεηαη πξνο πψιεζε θαη δελ θέξεη ηελ παξαπάλσ 

έλδεημε ζεσξείηαη θιεςίηππν θαη ν παξαβάηεο δηψθεηαη 

ζχκθσλα κε ηηο δηαηάμεηο ηνπ άξζξνπ 7 ηνπ λφκνπ 1129 

ηεο 15/21 Μαξηίνπ 1946 (ΦΔΚ 1946, 108, Α'). 

 

Απαγορεύεηαι η αναπαραγωγή οποιοσδήποηε ημήμαηος 

ασηού ηοσ βιβλίοσ, ποσ καλύπηεηαι από δικαιώμαηα 

(copyright), ή η τρήζη ηοσ ζε οποιαδήποηε μορθή, 

τωρίς ηη γραπηή άδεια  ηοσ Υποσργείοσ Παιδείας και 

Θρηζκεσμάηων / IΤΥΕ - ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ. 

  



 


