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Τπεύζπλε ηνπ έξγνπ: Μαξία Γειαζηνπνύινπ,  

M.Ed. Δηδηθήο Αγσγήο 
 

Σερληθή ππνζηήξημε – Δπηκέιεηα ζρεκάησλ: 
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 ΒΑΠΗΘΔΠ ΔΛΛΝΗΔΠ  
 ΡΥΛ ΠΛΑΟΡΖΠΔΥΛ 
 

6.1 Ζ ΔΛΛΝΗΑ ΡΖΠ ΠΛΑΟΡΖΠΖΠ       

 

Δηζαγσγή 
 

ε πνιιά θαζεκεξηλά θαηλόκελα εκθαλίδνληαη δύν 
κεγέζε, ηα νπνία κεηαβάιινληαη έηζη, ώζηε ε ηηκή ηνπ 
ελόο λα θαζνξίδεη ηελ ηηκή ηνπ άιινπ. Ζ δηαδηθαζία κε 
ηελ νπνία θάζε ηηκή ηνπ ελόο κεγέζνπο αληηζηνηρίδεηαη 
ζε κηα αθξηβώο ηηκή ηνπ άιινπ κεγέζνπο, πνιιέο θνξέο 
πεξηγξάθεηαη από έλα καζεκαηηθό ηύπν, όπσο θαίλεηαη 
ζηα παξαθάησ παξαδείγκαηα. 
 

1. Ο ηόθνο Σ ζε επξώ πνπ απνδίδεη θεθάιαην 5000 

επξώ ζε έλα έηνο κε εηήζην επηηόθην ε%, δίλεηαη θαηά  
 

ηα γλσζηά από ηνλ ηύπν 
ε

Σ 5000 .
100

  

 
Ο ηύπνο απηόο πεξηγξάθεη κηα δηαδηθαζία, κε ηελ ν-
πνία θάζε ηηκή ηνπ ε αληηζηνηρίδεηαη ζε κηα αθξηβώο 
ηηκή ηνπ Σ. Γηα παξάδεηγκα, αλ ε = 3  ηόηε Σ = 150, ελώ 
αλ ε = 5, ηόηε Σ = 250 θηι. 

 

2. Σν δηάζηεκα S ζε km πνπ δηαλύζεθε από πνδειάηε 
ζε ρξνληθό δηάζηεκα 2h, κε κέζε ηαρύηεηα π ζε km/h, 
δίλεηαη από ηνλ ηύπν S = 2π. Ο ηύπνο απηόο 
πεξηγξάθεη κηα δηαδηθαζία, κε ηελ νπνία θάζε ηηκή 
ηνπ π αληηζηνηρίδεηαη ζε κηα αθξηβώο ηηκή ηνπ S. Γηα 
παξάδεηγκα, αλ π = 60, ηόηε S = 120, ελώ αλ π = 70, 
ηόηε S = 140, θηι. 

 

3. Σν εκβαδό Δ ελόο θύθινπ αθηίλαο ξ δίλεηαη από ηνλ 

ηύπν Δ = πξ
2
. Οκνίσο θαη ν ηύπνο απηόο πεξηγξάθεη 

6 
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κηα δηαδηθαζία, κε ηελ νπνία θάζε ηηκή ηνπ ξ 
αληηζηνηρίδεηαη ζε κηα αθξηβώο ηηκή ηνπ Δ. Γηα παξά-
δεηγκα αλ ξ = 1, ηόηε Δ = π, ελώ αλ ξ = 2, ηόηε Δ = 4π 
θηι. 

 

 

Τπάξρνπλ όκσο θαη πεξηπηώζεηο όπνπ ε δηαδηθαζία 
αληηζηνίρηζεο αλάκεζα ζηηο ηηκέο δύν κεγεζώλ δελ 
πεξηγξάθεηαη ή έζησ δελ γλσξίδνπκε αλ πεξηγξάθεηαη 
από θάπνην ηύπν. Γηα παξάδεηγκα:  
  Οη ώξεο ηεο εκέξαο θαη νη αληίζηνηρεο ζεξκνθξαζίεο 

ηνπο. 
  Οη κέξεο ηνπ έηνπο θαη νη ηηκέο ελόο μέλνπ 

λνκίζκαηνο (π.ρ. ηνπ δνιαξίνπ). 
 

Παξαηεξνύκε όηη ζε όια ηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα 
ππάξρεη θάπνηα δηαδηθαζία, κε ηελ νπνία θάζε ζηνηρείν 
ελόο ζπλόινπ Α αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα αθξηβώο 
ζηνηρείν θάπνηνπ άιινπ ζπλόινπ Β. Μηα ηέηνηα 
δηαδηθαζία ιέγεηαη ζπλάξηεζε από ην Α ζην Β. Γειαδή: 
 

 
ΝΟΗΠΚΝΠ 

Ππλάξηεζε από έλα ζύλνιν Α ζε έλα ζύλνιν Β  
ιέγεηαη κηα δηαδηθαζία (θαλόλαο) κε ηελ νπνία θάζε  
ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ Α αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα  
αθξηβώο ζηνηρείν ηνπ ζπλόινπ Β. 

 

Σν ζύλνιν Α ιέγεηαη πεδίν νξηζκνύ ή ζύλνιν νξηζκνύ 
ηεο ƒ. 
Οη ζπλαξηήζεηο παξηζηάλνληαη ζπλήζσο κε ηα κηθξά 

γξάκκαηα ƒ, g, h θηι. ηνπ Λαηηληθνύ αιθαβήηνπ. 

Αλ κε κηα ζπλάξηεζε ƒ από ην Α ζην Β, ην x  
αληηζηνηρίδεηαη ζην  y , ηόηε γξάθνπκε: 

y = ƒ(x) 
θαη δηαβάδνπκε «y ίζνλ ƒ ηνπ x». Σν ƒ(x) ιέγεηαη ηόηε 

ηηκή ηεο ƒ ζην x. Σν γξάκκα x, πνπ παξηζηάλεη 
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νπνηνδήπνηε ζηνηρείν ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο ƒ, 

νλνκάδεηαη αλεμάξηεηε κεηαβιεηή, ελώ ην y, πνπ 
παξηζηάλεη ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ζην x, νλνκάδεηαη 

εμαξηεκέλε κεηαβιεηή. 
 

Σν ζύλνιν, πνπ έρεη γηα ζηνηρεία ηνπ ηηο ηηκέο ƒ(x) γηα 

όια ηα x , ιέγεηαη ζύλνιν ηηκώλ ηεο ƒ θαη ην 

ζπκβνιίδνπκε κε ƒ(Α). 
Ζ παξαπάλσ ζπλάξηεζε ζπκβνιίδεηαη σο εμήο: 
 

     
f :

x f(x)

  


 

Έηζη π.ρ. ε ζπλάξηεζε ƒ κε ηελ νπνία θάζε κε 
αξλεηηθόο αξηζκόο αληηζηνηρίδεηαη ζηελ ηεηξαγσληθή 
ηνπ ξίδα, ζπκβνιίδεηαη σο εμήο: 

 f : 0,

x x

 




 

 

Γηα θαιύηεξε θαηαλόεζε ηνπ παξαπάλσ νξηζκνύ αο 
δνύκε ηα παξαδείγκαηα πνπ αθνινπζνύλ: 
 

1ν ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 
Έζησ ƒ ε ζπλάξηεζε κε ηελ νπνία θάζε εκέξα κηαο 
νξηζκέλεο εβδνκάδαο ελόο κήλα αληηζηνηρίδεηαη ζηελ 
πςειόηεξε ζεξκνθξαζία ηεο. 
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Γηα ηε ζπλάξηεζε απηή, ην πεδίν νξηζκνύ είλαη ην 
ζύλνιν 
 

Α = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, 
 

ελώ ην ζύλνιν ηηκώλ ην ζύλνιν 
 

 0 0 0 0 0f(Α) 9 , 11 , 12 , 13 , 15   
  

 
Με αθνξκή ην παξάδεηγκα απηό ηνλίδνπκε ηα αθόινπζα 
ραξαθηεξηζηηθά κηαο ζπλάξηεζεο f :    . 
 

• Κάζε ζηνηρείν ηνπ Α αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα αθξηβώο 
ζηνηρείν ηνπ Β. 

• Μεξηθά ζηνηρεία ηνπ Β κπνξεί λα κελ απνηεινύλ ηηκέο 

ηεο ƒ (π.ρ. 18
ν
). 

• Γύν ή πεξηζζόηεξα ζηνηρεία ηνπ Α κπνξεί λα αληηζηνη-
ρίδνληαη ζην ίδην ζηνηρείν ηνπ Β (π.ρ. ηα 3 θαη 7 

αληηζηνηρίδνληαη ζην 13°). 

 

2ν ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 
 

 

Θεσξνύκε ηα ζύλνια Α = {α, β, γ} θαη Β = {1, 2, 3, 4, 5}, 
θαζώο επίζεο θαη ηα παξαθάησ ζρήκαηα 
(βεινδηαγξάκκαηα). Παξαηεξνύκε όηη: 
 

  Σν ζρήκα (α) παξηζηάλεη ζπλάξηεζε, αθνύ θάζε 
ζηνηρείν ηνπ Α αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα αθξηβώο 
ζηνηρείν ηνπ Β. 

  Σν ζρήκα (β) δελ παξηζηάλεη ζπλάξηεζε, αθνύ ην    
  αληηζηνηρίδεηαη ζε δύν ζηνηρεία ηνπ Β. 

  Σν ζρήκα (γ) δελ παξηζηάλεη ζπλάξηεζε, αθνύ ην     

    δελ αληηζηνηρίδεηαη ζε θαλέλα ζηνηρείν ηνπ Β. 

  Σν ζρήκα (δ) δελ παξηζηάλεη ζπλάξηεζε. Πξώηνλ 
δηόηη ην     δελ αληηζηνηρίδεηαη ζε θαλέλα ζηνηρείν 
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ηνπ Β θαη δεύηεξνλ δηόηη ην   αληηζηνηρίδεηαη ζε 
δύν ζηνηρεία ηνπ Β. 

Α Β  Α Β 

 
 
 
 
 ρήκα α΄  ρήκα β΄ 
 
 

Α Β  Α Β 

 
 
 
 
 

 ρήκα γ΄  ρήκα δ΄ 
 

Ππληνκνγξαθία ζπλάξηεζεο 
 

Δίδακε παξαπάλσ όηη, γηα λα νξηζηεί κηα ζπλάξηεζε ƒ, 
πξέπεη λα δνζνύλ ηξία ζηνηρεία: 
• Σν πεδίν νξηζκνύ ηεο Α 
• Σν ζύλνιν Β θαη 
• Σν ƒ(x) γηα θάζε x  
 

Οη ζπλαξηήζεηο, κε ηηο νπνίεο ζα αζρνιεζνύκε ζην 
βηβιίν απηό, είλαη ηεο κνξθήο f :    , όπνπ    

θαη,     είλαη δειαδή, όπσο ιέκε, πξαγκαηηθέο 

ζπλαξηήζεηο κηαο πξαγκαηηθήο κεηαβιεηήο. 
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Πνιιέο θνξέο αλαθεξόκαζηε ζε κηα ζπλάξηεζε ƒ 
δίλνληαο κόλνλ ηνλ ηύπν κε ηνλ νπνίν εθθξάδεηαη ην    
ƒ(x).  Λέκε π.ρ. δίλεηαη «ε ζπλάξηεζε ƒ, κε  

«  f x 1 4x  » ή, πην ζύληνκα,  

«ε ζπλάξηεζε  f x 1 4x  » ή, αθόκα, 

 «ε ζπλάξηεζεy 1 4x  ». 
 

 

ε κηα ηέηνηα πεξίπησζε ζα ζεσξνύκε ζπκβαηηθά όηη: 
•  Σν πεδίν νξηζκνύ Α ηεο ƒ είλαη ην «επξύηεξν» από ηα 

ππνζύλνια ηνπ R ζηα νπνία ην ƒ(x) έρεη λόεκα. 
•  Σν ζύλνιν Β είλαη νιόθιεξν ην ζύλνιν R ησλ 

πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 
 

Έηζη γηα ηε ζπλάξηεζε  f x 1 4x   ην πεδίν νξηζκνύ  

 

είλαη ην ζύλνιν 
1

,
4

 
   

 
 αθνύ πξέπεη 1 - 4x ≥ 0,  

 
ελώ ην ζύλνιν Β είλαη όιν ην R. 
 

ΠΖΚΔΗΥΠΖ 
 

Πνιιέο θνξέο κηα ζπλάξηεζε πεξηγξάθεηαη κε έλαλ 
ηύπν πνπ έρεη θιάδνπο, όπσο γηα παξάδεηγκα ε 
ζπλάξηεζε: 

    
2x 1, αλ x 0

f x
x 1, αλ x 0

  
 

 
 

 
 

Γηα λα ππνινγίζνπκε ηηο ηηκέο ηεο ƒ ζηα ζεκεία -1, 0 θαη 
1 εξγαδόκαζηε σο εμήο: 

  Γηα x = -1 < 0, από ηνλ θιάδν ƒ(x) = x
2
 + 1, έρνπκε: 

ƒ(-1) = (-1)
2
 + 1 = 1 + 1 = 2. 

  Γηα x = 0, από ηνλ θιάδν ƒ(x) = x - 1, έρνπκε: 
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ƒ(0) = 0 - 1 = -1. 
  Σέινο, γηα x = 1 ≥ 0, από ηνλ θιάδν ƒ(x) = x - 1, 

έρνπκε: 
ƒ(1) = 1 - 1 = 0. 

 

ΠΣΝΙΗΝ 
Αλ θαη, γεληθά, ρξεζηκνπνηνύκε ην γξάκκα f γηα ηα 
ζπκβνιηζκό κηαο ζπλάξηεζεο θαη ην γξάκκα x γηα ην 
ζπκβνιηζκό ηνπ ηπραίνπ ζηνηρείνπ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ 
ηεο, σζηόζν κπνξνύκε λα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη άιια 
γξάκκαηα.  
Έηζη γηα παξάδεηγκα νη 

ƒ(x) = x
2
 - 4x + 7, g(t) = t

2
 - 4t + 7 θαη h(s) = s

2
 - 4s + 7  

νξίδνπλ ηελ ίδηα ζπλάξηεζε. 
Δπνκέλσο ην x ζηνλ ηύπν κηαο ζπλάξηεζεο ζα παίδεη 
ην ξόιν κηαο «άδεηαο ζέζεο». Με απηό ην ζθεπηηθό, ε 
παξαπάλσ ζπλάξηεζε ζα κπνξνύζε λα έρεη ηε κνξθή 

ƒ(  ) = (  )
2
 - 4 (  ) + 7, 

όπνπ νη παξελζέζεηο έρνπλ πάξεη ηε ζέζε ελόο 
γξάκκαηνο. 
Έηζη γηα λα ππνινγίζνπκε ην ƒ(-2) απιά ηνπνζεηνύκε 
ην -2 ζηηο ζέζεηο, πνπ νξίδνπλ νη παξελζέζεηο: 

ƒ(-2) = (-2)
2
 - 4(-2) + 7  

= 4 + 8 + 7 = 19 
Οκνίσο, έρνπκε 

ƒ(3x) = (3x)
2
 - 4(3x) + 7  

= 9x
2
 - 12x + 7 

Τπάξρεη όκσο θαη κηα παξαπέξα απινπνίεζε ησλ 
εθθξάζεώλ καο πνπ ζρεηίδνληαη κε ζπλαξηήζεηο.  
 

Πνιιέο θνξέο αληί λα ιέκε «ε ζπλάξηεζε   21
s t gt

2
 », 
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ζα ιέκε «ε ζπλάξηεζε   21
s t gt

2
 », δειαδή γξάθνπκε 

s ππνλνώληαο ην s(t). Απηή ε απινπνίεζε γίλεηαη 
ζπρλόηαηα ζε δηάθνξεο επηζηήκεο, πνπ ρξεζηκνπνηνύλ 
ηε καζεκαηηθή γιώζζα θαη ηα καζεκαηηθά εξγαιεία, 
όπσο ε θπζηθή, ε ρεκεία θηι. πλήζσο ζηηο πεξηπηώ-
ζεηο απηέο ππάξρεη θάπνην πείξακα, όπνπ ην t είλαη ε 
ηηκή ελόο κεγέζνπο, πνπ ππεηζέξρεηαη ζην πείξακα, θαη 
ην s(t) ε αληίζηνηρε ηηκή θάπνηνπ άιινπ κεγέζνπο. 
 

ΔΦΑΟΚΝΓΖ 
 

Λα βξεζεί ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο 

 
1

f x x 1
x 2

  


 
 

ΙΠΖ 
Ζ ζπλάξηεζε ƒ νξίδεηαη γηα εθείλα κόλν ηα x γηα ηα 
νπνία ηζρύεη 

x - 2 ≠ 0 θαη x - 1 ≥ 0 
ή, ηζνδύλακα, γηα 

x ≠ 2 θαη x ≥ 1 
Άξα ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ƒ είλαη ην ζύλνιν  

Α = [1,2) U (2, +∞) (ρήκα) 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

1  

 

2 

 

3 

 

4 

 

5 

 

x 

 

0 

 

-1 

 

-2 

 

x' 
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 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ησλ παξαθάησ 
ζπλαξηήζεσλ: 

i)  
4

f x 5
x 1

 


  ii)  
2

2

x 16
f x

x 4x





  

iii)  
2

1
f x

x 1



   iv)  

1
f x

x x



 

2. Οκνίσο ησλ ζπλαξηήζεσλ: 

i)  f x x 1 2 x      ii)   2f x x 4   

iii)   2f x x 4x 3     iv) 
 

1
f x

x 1


  
 

3. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε 

    
 

3x ,  αλ x 0
f x

2x 3,  αλ x 0

 
 

 
 

Να βξείηε ηηο ηηκέο ƒ(-5), ƒ(0) θαη ƒ (6). 
 

4. Μηα ζπλάξηεζε ƒ νξίδεηαη σο εμήο: 

“Σκέψου έναν υυσικό αριθμό, πρόσθεσε σ' αυτόν το 1,  
πολλαπλασίασε το άθροισμα με 4 και στο γινόμενο  
πρόσθεσε το τετράγωνο του αριθμού”. 
i) Να βξείηε ηνλ ηύπν ηεο ƒ θαη ζηε ζπλέρεηα ηηο ηηκέο  

ηεο γηα x = 0, x =1, x = 2 θαη x = 3. Ση παξαηεξείηε; 

ii) Να βξείηε ηνπο θπζηθνύο αξηζκνύο x γηα ηνπο  
νπνίνπο ηζρύεη 

ƒ(x) = 36, ƒ(x) = 49, ƒ(x) = 100 θαη ƒ(x) = 144. 
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5. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο: 

i)  
4

f x 5
x 1

 


   ii)  
2

2

x 16
g x

x 4x





 

iiI)  
2

1
h x

x 1



 

 

 
Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη: 
 

i) ƒ(x) = 7            ii) g(x) = 2   θαη iii) 
1

h(x)
5

  

 

 
 

6.2 ΓΟΑΦΗΘΖ ΞΑΟΑΠΡΑΠΖ ΠΛΑΟΡΖΠΖΠ 

 

Θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο 
 

Ζ παξάζηαζε ελόο ζεκείνπ ηνπ επηπέδνπ κε έλα δηα-
ηεηαγκέλν δεύγνο πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, βνήζεζε ζηελ 
επίιπζε γεσκεηξηθώλ πξνβιεκάησλ κε αιγεβξηθέο 
κεζόδνπο. Ζ παξάζηαζε απηή, όπσο κάζακε ζε 
πξνεγνύκελεο ηάμεηο, γίλεηαη σο εμήο: 
 

Πάλσ ζε έλα επίπεδν ζρεδηάδνπκε δύν θάζεηνπο άμν-
λεο x'x θαη y'y κε θνηλή αξρή έλα ζεκείν Ο. Από απηνύο 

ν νξηδόληηνο x'x ιέγεηαη άμνλαο ησλ ηεηκεκέλσλ ή 

άμνλαο ησλ x, ελώ ν θαηαθόξπθνο y'y άμνλαο ησλ 
ηεηαγκέλσλ ή άμνλαο ησλ y. 
 

Όπσο είλαη γλσζηό, ζε θάζε ζεκείν Μ ηνπ επηπέδνπ 
ησλ αμόλσλ κπνξνύκε λα αληηζηνηρίζνπκε έλα 
δηαηεηαγκέλν δεύγνο (α, β) πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ θαη 
αληηζηξόθσο, ζε θάζε δηαηεηαγκέλν δεύγνο (α, β) 
πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ, κπνξνύκε λα αληηζηνηρίζνπκε 
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έλα κνλαδηθό ζεκείν Μ ηνπ επηπέδνπ, όπσο θαίλεηαη 
ζην ζρήκα: 

 
 
 
 
 
 
 
  
Οη αξηζκνί α, β ιέγνληαη ζπληεηαγκέλεο ηνπ Μ. 

Δηδηθόηεξα ν α ιέγεηαη ηεηκεκέλε θαη ν β ηεηαγκέλε 

ηνπ ζεκείνπ Μ. Σν ζεκείν Μ πνπ έρεη ζπληεηαγκέλεο α 

θαη β ζπκβνιίδεηαη κε Κ(α, β) ή, απιά, κε (α, β). 
 

Δπεηδή ε ηδέα ηεο ρξεζηκνπνίεζεο δεπγώλ γηα ηελ 
παξάζηαζε ζεκείσλ ηνπ επηπέδνπ αλήθεη ζηνλ 
Καξηέζην, ην παξαπάλσ δεύγνο ησλ αμόλσλ ην ιέκε 

θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν θαη 
ην ζπκβνιίδνπκε Οxy, ελώ ην επίπεδν ζην νπνίν 

νξίζηεθε ην ζύζηεκα απηό ην ιέκε θαξηεζηαλό 
επίπεδν. Αλ επηπιένλ νη κνλάδεο ησλ αμόλσλ έρνπλ ην 

ίδην κήθνο, ην ζύζηεκα Οxy ιέγεηαη νξζνθαλνληθό. 
 

ΠΖΚΔΗΥΠΖ: 
ηα επόκελα, εθηόο αλ αλαθέξεηαη δηαθνξεηηθά, όηαλ 
ιέκε θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ, ζα ελλν-
νύκε νξζνθαλνληθό θαξηεζηαλό ζύζηεκα ζπληεηαγκέ-
λσλ. 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα έλα ζύζηεκα Oxy ζπληεηαγκέλσλ 
ζην επίπεδν. Σόηε: 
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Α(1,1) 

O  

 

β  

 

x  

 

1  

 

α  

 

y  

 

B(-2,1) 

M(α,β) 

Γ(-3,-2) 
Γ(3,-1) 



• Σα ζεκεία ηνπ άμνλα x'x θαη κόλν απηά έρνπλ 
ηεηαγκέλε ίζε κε ην κεδέλ, ελώ ηα ζεκεία ηνπ άμνλα 
y'y θαη κόλν απηά έρνπλ ηεηκεκέλε ίζε κε ην κεδέλ 

• Οη άμνλεο ρσξίδνπλ ην επίπεδν ζε ηέζζεξα ηεηαξηε- 

κόξηα, πνπ είλαη ηα εζσηεξηθά ησλ  
xOy , yOx ', x 'Oy '   

θαη y'Ox  θαη νλνκάδεηαη  

1
ν
, 2

ν
, 3

ν
 θαη 4

ν
, 

ηεηαξηεκόξην,  
αληηζηνίρσο. Σα πξόζεκα  
ησλ ζπληεηαγκέλσλ ησλ  
ζεκείσλ ηνπο θαίλνληαη 
ζην δηπιαλό ζρήκα. 
 

x'

x>0,y>0

x

y'

y

1o

4o3o

2o

x<0,y>0

x<0,y<0 x>0,y<0

Ο

 
• Αλ Α (α, β) είλαη έλα ζεκείν ηνπ θαξηεζηαλνύ 

επηπέδνπ, κε ηε βνήζεηα ηεο ζπκκεηξίαο σο πξνο 
άμνλα θαη σο πξνο θέληξν, δηαπηζηώλνπκε όηη: 

 

 Σν ζπκκεηξηθό ηνπ σο πξνο ηνλ άμνλα x'x είλαη ην 
ζεκείν Γ (α,-β), πνπ έρεη ίδηα ηεηκεκέλε θαη αληίζεηε 
ηεηαγκέλε (ρ. α'). 

 Σν ζπκκεηξηθό ηνπ σο πξνο ηνλ άμνλα y'y είλαη ην 
ζεκείν Β(-α,β), πνπ έρεη ίδηα ηεηαγκέλε θαη αληίζεηε 
ηεηκεκέλε (ρ. α'). 

 Σν ζπκκεηξηθό ηνπ σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ 
είλαη ην ζεκείν Γ (-α,-β), πνπ έρεη αληίζεηεο 
ζπληεηαγκέλεο (ρ. α'). 

 Σν ζπκκεηξηθό ηνπ σο πξνο ηε δηρνηόκν ηεο 1εο θαη 
3εο γσλίαο ησλ αμόλσλ είλαη ην ζεκείν Α'(β,α) πνπ 
έρεη ηεηκεκέλε ηελ ηεηαγκέλε ηνπ Α θαη ηεηαγκέλε ηελ 
ηεηκεκέλε ηνπ Α (ρ. β'). 
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 ρήκα α'  ρήκα β' 
 
Απόζηαζε ζεκείσλ 
Έζησ Oxy έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν 

θαη Α(x1,y1) θαη Β(x2,y2) δύν ζεκεία απηνύ. Θα δείμνπκε 

όηη νη απόζηαζή ηνπο δίλεηαη από ηνλ ηύπν: 
 

 

     
2 2

2 1 2 1x x y y      
ΑΞΝΓΔΗΜΖ: 
Από ην νξζνγώλην ηξίγσλν ΚΑΒ ηνπ παξαθάησ 
ζρήκαηνο έρνπκε:  

(ΑΒ)
2
 = (ΚΑ)

2
 + (ΚΒ)

2
 

=|x2- x1|
2
 + |y2 - y1|

2  

= (x2 - x1)
2
 + (y2 - y1)

2
 

 

νπόηε: 

     
2 2

2 1 2 1x x y y      

 
Ο παξαπάλσ ηύπνο ηζρύεη θαη ζηελ πεξίπησζε πνπ ε 
ΑΒ είλαη παξάιιειε κε ηνλ άμνλα x'x (ρήκα γ') ή 
παξάιιειε κε ηνλ άμνλα y'y (ρήκα δ'). 
 

 

 

y  

 

O

  

 

y

2  

 y

1  

 
x

1  

 

x

2  

 

x  

 

B(x2,y2) 

K(x2,y1) 
A(x1,y1) 
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y  

 

x  

 

O

  

 

α  

 

β  

 

α  

 

β  

 

Α'(β,α) 
y = x 

Α(α,β) 

y  

 

x

  

 

B(-α,β) Α(α,β

) 

Γ(-α,-β) Γ(α,-β) 



y  

 

x  

 

C  

 

M(x,y)  

 

O(0,0)  

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 ρήκα γ'  ρήκα δ' 
 

Γηα παξάδεηγκα, αλ Α(3,1), Β(3,5) θαη Γ (-1,1) είλαη νη 
θνξπθέο ελόο ηξηγώλνπ ΑΒΓ, ηόηε ζα είλαη: 
 

2 2 2( ) (3-3) (5 1) 4 4       

2 2 2( ) (-1-3) (1 1) 4 4       

2 2 2 2( ) (-1- 3) (1 5) 4 4 4 2        
Αθνύ, ινηπόλ, είλαη (ΑΒ) = (ΑΓ), ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη 
ηζνζθειέο θαη επεηδή επηπιένλ ηζρύεη  

(ΑΒ)
2

 + (ΑΓ)
2
 = 32 = (ΒΓ)

2
, ην ηξίγσλν ΑΒΓ είλαη θαη 

νξζνγώλην. 

ΔΦΑΟΚΝΓΖ 
 

Έζησ C o θύθινο κε θέληξν ηελ  
αξρή O ησλ αμόλσλ θαη αθηίλα ξ.  
Λα απνδεηρηεί όηη έλα ζεκείν  
Κ (x, y) αλήθεη ζηνλ θύθιν C,  
αλ θαη κόλν αλ ηζρύεη 

x
2
 + y

2
 = ξ

2
 

 

y  

 

x  

 

O 

 

x1  

 

x2  

 

A(x1, y1)  

 

B(x1, y1)  

 

y1 = y2 
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A(x1, y1)  

 

B(x2, y2)  

 

x1 = x2 

y  

 

x  

 

O 

 

y1  

 

y2  

 



ΑΞΝΓΔΗΜΖ 
Δίλαη πξνθαλέο όηη έλα ζεκείν Μ(x,y) αλήθεη ζηνλ 
θύθιν C, αλ θαη κόλν αλ ηζρύεη (ΟΜ) = ξ. Όκσο                      

                                

  2 2x y   νπόηε έρνπκε: 

  2 2 2 2 2x y x y            
 
 

 
Δπνκέλσο ην ζεκείν Μ (x,y) αλήθεη ζην θύθιν C (Ο,ξ), 
αλ θαη κόλν αλ νη ζπληεηαγκέλεο ηνπ ηθαλνπνηνύλ ηελ 
εμίζσζε 

x
2
 + y

2
 = ξ

2          (1) 
 

Ζ εμίζσζε (1), πνπ ηθαλνπνηείηαη από ηηο ζπληεηαγκέλεο 
ησλ ζεκείσλ ηνπ θύθινπ C(Ο, ξ) θαη κόλν από απηέο, 

ιέγεηαη εμίζσζε ηνπ θύθινπ κε θέληξν Ν θαη αθηίλα ξ. 
Γηα παξάδεηγκα, ε εμίζσζε ηνπ θύθινπ κε θέληξν Ο θαη 

αθηίλα ξ = 1 είλαη ε x
2
 + y

2
 = 1. Ο θύθινο απηόο ιέγεηαη 

θαη κνλαδηαίνο θύθινο. 
 

Γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο 
 

Έζησ ƒ κηα ζπλάξηεζε κε πεδίν νξηζκνύ Α θαη Oxy έλα 
ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν. Σν ζύλνιν ησλ 
ζεκείσλ M (x, y) γηα ηα νπνία ηζρύεη y = ƒ(x), δειαδή ην 

ζύλνιν ησλ ζεκείσλ M (x, ƒ(x)), x A , ιέγεηαη γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ƒ θαη ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε Cƒ. Ζ 

εμίζσζε, ινηπόλ, y = ƒ(x) επαιεζεύεηαη από ηα ζεκεία 

ηεο Cƒ θαη κόλν από απηά. Δπνκέλσο, ε y = ƒ(x) είλαη ε 

εμίζσζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ. Γηα ην ιόγν 

απηό, ηε γξαθηθή παξάζηαζε Cƒ ηεο ƒ ηε 

ζπκβνιίδνπκε, πνιιέο θνξέο, απιά κε ηελ εμίζσζή ηεο, 
δειαδή κε y = ƒ(x). 
Δπεηδή θάζε x A αληηζηνηρίδεηαη ζε έλα κόλν y , 

δελ ππάξρνπλ ζεκεία ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ 
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y  

 

O  

 

C  

 

κε ηελ ίδηα ηεηκεκέλε. Απηό ζεκαίλεη όηη θάζε 
θαηαθόξπθε επζεία έρεη κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ƒ ην πνιύ έλα θνηλό ζεκείν (ρ. α'). Έηζη, ν θύθινο δελ 
απνηειεί γξαθηθή παξάζηαζε ζπλάξηεζεο (ρ. β'). 
 
 
 

 
 

 
 
 ρήκα α'  ρήκα β' 
 
Όηαλ δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο ƒ 
κπνξνύκε, επίζεο, λα ζρεδηάζνπκε  
θαη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  
ζπλάξηεζεο -ƒ, παίξλνληαο ηε  
ζπκκεηξηθή ηεο γξαθηθήο παξά- 
ζηαζεο ηεο ƒ σο πξνο ηνλ άμνλα  
x'x θαη ηνύην δηόηη ε γξαθηθή  
παξάζηαζεο ηεο -ƒ απνηειείηαη  
από ηα ζεκεία M'(x,-ƒ(x)) πνπ  
είλαη ζπκκεηξηθά ησλ ζεκείσλ  
M(x, ƒ(x)) ηεο γξαθηθήο παξάζηα- 
ζεο ηεο ƒ σο πξνο ηνλ άμνλα x'x. 

ΔΦΑΟΚΝΓH 
 

Πην δηπιαλό ζρήκα δίλνληαη  
νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο  
δύν ζπλαξηήζεσλ ƒ θαη g,  
πνπ είλαη νξηζκέλεο ζε όιν  
ην R.  
i) Λα βξείηε ηηο ηηκέο ηεο ƒ  

y 

O  

 

x  

 

A  

 

Cƒ  

 
x  
 

y

  

 

x

  

 

O

  

 

y = ƒ(x)  

 
M(x, ƒ(x)) 

M'(x,-ƒ(x)) 

y = -ƒ(x)  

 y  

 

x  

 

1  

 O

  

 

1  

 

y = ƒ(x)  

 

y = g(x)  
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ζηα ζεκεία:  
3, -2, -1, 0, 1 θαη 2 

ii) Λα ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 
ƒ(x) = 0, ƒ(x) = 2  &  ƒ(x) = g(x). 

iii) Λα ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
ƒ(x) > 0 θαη ƒ(x) > g( x). 

 

ΙΠΖ 
i) Δίλαη: 

ƒ(-3) = 2, ƒ(-2) = 0, ƒ(-1) = -1, ƒ(0 ) = -1, ƒ(1) = 0 θαη  
ƒ(2) = 2. 

 

ii) Οη ξίδεο ηεο εμίζσζεο ƒ(x) = 0 είλαη νη ηεηκεκέλεο ησλ 
θνηλώλ ζεκείσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο f θαη 

ηνπ άμνλα x'x, δειαδή νη αξηζκνί x1 = -2 θαη x2 = 1. 
 

Οη ξίδεο ηεο εμίζσζεο ƒ(x) = 2 είλαη νη ηεηκεκέλεο ησλ 
ζεκείσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ πνπ έρνπλ 

ηεηαγκέλε 2, δειαδή νη αξηζκνί x1 = -3 θαη x2 = 2. 

Οη ξίδεο ηεο εμίζσζεο ƒ(x) = g(x) είλαη νη ηεηκεκέλεο 
ησλ θνηλώλ ζεκείσλ ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ 

ησλ ζπλαξηήζεσλ ƒ θαη g, δειαδή νη αξηζκνί x1 = -1, 

x2 = 0 θαη x3 = 2.  

iii) Οη ιύζεηο ηεο αλίζσζεο ƒ(x) > 0 είλαη νη ηεηκεκέλεο 
ησλ ζεκείσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ πνπ 
βξίζθνληαη πάλσ από ηνλ άμνλα x'x, δειαδή όια ηα 

x ( , 2) (1, )      . 

Οη ιύζεηο ηεο αλίζσζεο ƒ(x) > g(x) είλαη νη ηεηκεκέλεο 
ησλ ζεκείσλ ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ƒ πνπ 

βξίζθνληαη πάλσ από ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g, 

δειαδή όια ηα x ( , 1) (0,2)    . 
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 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Να ζεκεηώζεηε ζε έλα θαξηεζηαλό επίπεδν ηα 
ζεκεία: 

Α(-1,2), Β(3,4), Ο(0,0), Γ(3,0), Γ(0,-5) θαη Δ(-2,-3). 
 

 
2. Έλα ζεκείν Μ (x,y) θηλείηαη κέζα  

ζην νξζνγώλην ΑΒΓΓ ηνπ παξα- 
θάησ ζρήκαηνο. Πνηνη πεξηνξηζκνί  
ηζρύνπλ γηα ηα x, y ; 

 

3. Να βξείηε ην ζπκκεηξηθό ηνπ  
ζεκείνπ Α (-1,3), 

i)  σο πξνο ηνλ άμνλα x' x 

ii)  σο πξνο ηνλ άμνλα y' y 

iii)  σο πξνο ηε δηρνηόκν ηεο γσλίαο xΟy  

iv)  σο πξνο ηελ αξρή O ησλ αμόλσλ. 
 

 
4. Να βξείηε ηηο απνζηάζεηο ησλ ζεκείσλ:  

i)  Ο(0,0) θαη Α(4, -2), ii)  Α(-1,1) θαη Β(3,4), 

iii)  Α(-3,-1) θαη Β(1,-1),  iv)  Α(1,-1) θαη Β(1,4). 
 

 
5. Να απνδείμεηε όηη: 

i) Σα ζεκεία Α(1,2), Β(4,-2) θαη Γ(-3,5) είλαη θνξπθέο  

ηζνζθεινύο ηξηγώλνπ. 

ii) Σα ζεκεία Α(1,-1), Β(-1,1) θαη Γ(4,2) είλαη θνξπθέο  
νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ. 
 
 

O 1 x 

A B 

Γ Γ 

Κ(x,y) 

y  

 

22 / 157-158 



6. Να ζρεδηάζεηε ην πνιύγσλν κε θνξπθέο ηα ζεκεία: 
Α(2,5), Β(5,1), Γ(2,-3), Γ(-1,1) θαη ζηε ζπλέρεηα λα 
απνδείμεηε όηη απηό είλαη ξόκβνο. 

 

7. ε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο λα βξείηε 
ηελ ηηκή ηνπ k γηα ηελ νπνία ην ζεκείν Μ αλήθεη ζηε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο. 

i) ƒ(x) = x
2
 + k, Μ(2,6) 

ii) g(x) = kx
3
, Μ(-2,8) 

iii)  h x k x 1  , Μ(3,8) 
 

 

8. ε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο, λα βξείηε 
ηηο ζπληεηαγκέλεο ησλ θνηλώλ ζεκείσλ ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο κε ηνπο άμνλεο. 

i)  ƒ(x) = x - 4  ii)  g(x) = (x - 2)(x - 3) 

iii)  h(x) = (x - 1)
2
 iv)  q(x) = x

2
 + x + 1 

 

v)   x x x 1    vi)    2x x x 4    

 

9. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε ƒ(x) = x
2
 -1. Να βξείηε: 

i) Σα ζεκεία ηνκήο ηεο Cƒ κε ηνπο άμνλεο. 

ii) Σηο ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο Cƒ πνπ  

βξίζθνληαη πάλσ από ηνλ άμνλα x'x. 
 

 

10. Γίλνληαη νη ζπλαξηήζεηο  

ƒ(x) = x
2
 - 5x + 4 θαη g(x) = 2x - 6. Να βξείηε: 

i) Σα θνηλά ζεκεία ησλ Cƒ θαη Cg. 

ii) Σηο ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο Cƒ πνπ  

βξίζθνληαη θάησ από ηελ Cg. 
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6.3 Ζ ΠΛΑΟΡΖΠΖ ƒ(x) = αx + β     

 

Ππληειεζηήο δηεύζπλζεο επζείαο 
 

Έζησ Oxy έλα ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ ζην επίπεδν 
θαη ε κηα επζεία πνπ ηέκλεη ηνλ άμνλα x'x ζην ζεκείν Α. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 
 
  

ε 

 

Ο 

  

 

Α 

  

 

Β 

  

 

y 

  

 

Α 

  

 

Β 

  

 

Ν 

  

 

x 

  

 

y 

  

 

ε 

  

 

σ 

  

 

σ 

  

 

y 
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Σε γσλία σ πνπ δηαγξάθεη ε εκηεπζεία Αx, όηαλ 

ζηξαθεί γύξσ από ην Α θαηά ηε ζεηηθή θνξά
(1)

 κέρξη λα 

πέζεη πάλσ ζηελ επζεία ε, ηε ιέκε γσλία πνπ 
ζρεκαηίδεη ε ε κε ηνλ άμνλα x'x. Αλ ε επζεία ε είλαη 

παξάιιειε πξνο ηνλ άμνλα x 'x ή ζπκπίπηεη κε απηόλ, 
ηόηε ιέκε όηη ε επζεία ε ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x 'x 

γσλία σ = 0°. ε θάζε πεξίπησζε γηα ηε γσλία σ ηζρύεη 

0° ≤ σ ≤ 180°. 

Χο ζπληειεζηή δηεύζπλζεο ή σο θιίζε κηαο επζείαο ε 
νξίδνπκε ηελ  
εθαπηνκέλε ηεο γσλίαο σ πνπ ζρεκαηίδεη ε ε κε ηνλ 
άμνλα x'x. Ο ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο κηαο επζείαο ε 

ζπκβνιίδεηαη ζπλήζσο κε ιε ή απιά κε ι. Δίλαη θαλεξό 
όηη ν ζπληειεζηήο δηεύζπλζεο ηεο επζείαο ε είλαη 
ζεηηθόο, αλ ε γσλία σ είλαη νμεία, αξλεηηθόο, αλ ε γσλία 
σ είλαη ακβιεία θαη κεδέλ, αλ ε γσλία σ είλαη κεδέλ. 

ηελ πεξίπησζε πνπ ε γσλία σ είλαη ίζε κε 90°, 
δειαδή όηαλ ε επζεία ε είλαη θάζεηε ζηνλ άμνλα x'x, δελ 
νξίδνπκε ζπληειεζηή δηεύζπλζεο γηα ηελ ε. 
 

Γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  ƒ(x) = αx + β 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε     ƒ(x) = 0,5x + 1. Όπσο 
πξαθηηθά δηαπηζηώζακε ζην Γπκλάζην, ε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο ƒ είλαη  
επζεία γξακκή κε εμίζσζε  
y = 0,5x + 1 (ρήκα ζηελ επόκελε ζειίδα). 
 
 
(1)

 Χο ζεηηθή θνξά πεξηζηξνθήο ελλννύκε ηε θνξά θαηά 
ηελ νπνία πξέπεη λα πεξηζηξαθεί ν εκηάμνλαο Οx γηα 
λα ζπκπέζεη κε ηνλ εκηάμνλα Oy, αθνύ πξνεγνπκέλσο 

δηαγξάςεη γσλία 90
0 
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Ζ επζεία απηή: 
 Σέκλεη ηνλ άμνλα x'x ζην ζεκείν Α(-2,0), αθνύ γηα  
y = 0 βξίζθνπκε    x = -2, θαη ηνλ άμνλα y'y ζην ζεκείν 
Β(0,1), αθνύ γηα x = 0 βξίζθνπκε y = 1 θαη   
 Έρεη θιίζε:  

( ) 1
ι εθσ 0,5

( ) 2


   


 

 
Παξαηεξνύκε, δειαδή, όηη ε θιίζε ι ηεο επζείαο  
y = 0,5x + 1 είλαη ίζε κε ην ζπληειεζηή ηνπ x. 
Γεληθά, όπσο ζα απνδείμνπκε ζηελ Β' Λπθείνπ, ε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ƒ(x) = αx + β είλαη 
κία επζεία, κε εμίζσζε y = αx + β, ε νπνία ηέκλεη ηνλ 
άμνλα ησλ y ζην ζεκείν Β(0,β) θαη έρεη θιίζε ι = α.  
Δίλαη θαλεξό όηη: 

• αλ α > 0, ηόηε 0° < σ < 90° 

• αλ α < 0, ηόηε 90° < σ < 180° 

• αλ α = 0, ηόηε σ = 0°. 
 

ηελ πεξίπησζε πνπ είλαη α = 0, ε ζπλάξηεζε παίξλεη 

ηελ κνξθή    ƒ(x) = β θαη ιέγεηαη ζηαζεξή ζπλάξηεζε, 
δηόηη ε ηηκή ηεο είλαη ε ίδηα γηα θάζε x  R. 

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα δύν ηπραία ζεκεία A(x1,y1) θαη 

B(x2,y2) ηεο επζείαο y =  αx  + β. 
  

y 

  

 

x 

  

 

O(0,0) 

  

 

A(-2,0) 

  

 

Β(0,1) 

  

 

y = 0,5x + 1 

  

 
σ 
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Σόηε ζα ηζρύεη: 

y1 = αx + β θαη y2 = αx2 + β, 
νπόηε ζα έρνπκε: 

y2 - y1 = (αx2 + β) - (αx + β) = 

= α(x2 - x1). 
 Δπνκέλσο ζα είλαη: 
 
 
 
 

Γηα παξάδεηγκα, ε επζεία πνπ δηέξρεηαη από ηα ζεκεία 
A(-1,3) θαη  
 

B(3,6) έρεη θιίζε 
6 3

0,75
3 ( 1)


  

 
.  

 
Δπνκέλσο, ε επζεία απηή ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x'x 

γσλία σ κε εθσ = 0,75, νπόηε ζα είλαη        σ = 36,87°.  
 

Ζ ζπλάξηεζε ƒ(x) = αx 
 

Αλ β = 0, ηόηε ε ƒ παίξλεη ηε κνξθή ƒ(x) = αx, νπόηε ε 
γξαθηθή ηεο παξάζηαζε είλαη ε επζεία y = αx θαη 
πεξλάεη από ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. Δηδηθόηεξα: 
 

O 

  

 

y 

  

 

ε 

  

 

σ 

  

 

σ 

  

 

Β(x2,y2) 

  

 A(x1,y1) 

  

 

K(x2,y1) 

  

 

x 
  

 

M at h Com poser  1. 1. 5
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α = 
y2 - y1

x2 - x1
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 Γηα α = 1 έρνπκε ηελ επζεία y = x. Γηα ηε γσλία σ, πνπ 
ζρεκαηίδεη ε επζεία απηή κε ηνλ άμνλα x'x, ηζρύεη εθσ = 

α = 1, δειαδή σ = 45
ν
. Δπνκέλσο ε επζεία y = x είλαη ε  

 

δηρνηόκνο ησλ γσληώλ xÔy θαη   
    
 

x'Ôy ησλ αμόλσλ. 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 Γηα α = -1 έρνπκε ηελ επζεία y = -x. 
Γηα ηε γσλία σ, πνπ ζρεκαηίδεη ε επζεία απηή κε ηνλ 

άμνλα x'x, ηζρύεη εθσ = α = -1, δειαδή σ = 135
ν
. 

Δπνκέλσο ε επζεία y = -x είλαη ε  
 

δηρνηόκνο ησλ γσληώλ yÔx' θαη  
 

yÔx ησλ αμόλσλ. 

Πρεηηθέο ζέζεηο δύν επζεηώλ 
 

Αο ζεσξήζνπκε δύν επζείεο ε1 θαη ε2 κε εμηζώζεηο  

y = α1x + β1 θαη y = α2x + β2 αληηζηνίρσο θαη αο 
ππνζέζνπκε όηη νη επζείεο απηέο ζρεκαηίδνπλ κε ηνλ 

άμνλα x'x γσλίεο σ1 θαη σ2 αληηζηνίρσο. 

x’ 
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O 

  

 y' 

  

 

y = -x 

  

 

y 

  

 y = x 

  

 



• Αλ α1 = α2, ηόηε εθσ1 = εθσ2, νπόηε σ1 = σ2 θαη άξα νη 

επζείεο ε1 θαη ε2 είλαη παξάιιειεο ή ζπκπίπηνπλ. 
Δηδηθόηεξα : 

 Αλ α1 = α2 θαη β1 ≠ β2, ηόηε νη επζείεο είλαη 
παξάιιειεο (ρ. α'), ελώ 

 Αλ α1 = α2 θαη β1 = β2, ηόηε νη επζείεο ηαπηίδνληαη.  
 

• Αλ α1 ≠ α2, ηόηε εθσ1 ≠ εθσ2, νπόηε σ1 ≠ σ2 θαη άξα νη 

επζείεο ε1 θαη ε2 ηέκλνληαη. (ρ. β') 
 
 

 

 

 

 

ρήκα α’ 
 

 

 

 

 

 

ρήκα β’ 
 
ύκθσλα κε ηα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα: 
• Οη επζείεο ηεο κνξθήο y = αx +1, κε α  R, όπσο 
είλαη γηα παξάδεηγκα νη επζείεο: y = x +1, y = - x + 1,             
y = 2x + 1 θηι., δηέξρνληαη όιεο από ην ίδην ζεκείν, ην 
ζεκείν 1 ηνπ άμνλα y' y 
Γεληθά, νη επζείεο ηεο κνξθήο   

y 

  

 
O 

  

 

β1 

  

 

σ1 

  

 

β2 

  

 

σ2 

  

 

ε2 
  

 

x 

  

 

ε1 

  

 

ε1 

  

 

y 

  

 

O 

  

 

σ1 

  

 

σ2 

  

 
ε2 

  

 

x 
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y = αx + β, όπνπ β ζηαζεξό θαη α κεηαβιεηό δηέξρνληαη 
όιεο από ην 
ζεκείν β ηνπ άμνλα y'y. 
 
 

 

 

 

 

 

 Οη επζείεο ηεο κνξθήο y = 2x + β, β  R, όπσο 
είλαη γηα παξάδεηγκα νη επζείεο: y = 2x, y = 2x - 1,  
y = 2x + 3 θηι., είλαη παξάιιειεο κεηαμύ ηνπο, 
αθνύ έρνπλ όιεο θιίζε α = 2. 
Γεληθά, νη επζείεο ηεο κνξθήο  
y = αx + β, όπνπ α ζηαζεξό θαη β κεηαβιεηό, είλαη 
όιεο παξάιιειεο κεηαμύ ηνπο. 
 

 

 

 

 

 

Ζ ζπλάξηεζε ƒ(x) = |x| 
 

ύκθσλα κε ηνλ νξηζκό ηεο απόιπηεο ηηκήο έρνπκε: 
 

y 

  

 

O 

  

 

x 

  

 

y 

  

 

O 

  

 

x 
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x, αλ  x 0

f x x
x, αλ x 0

 
  


 

 
Δπνκέλσο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο  ƒ(x) 
= |x| απνηειείηαη από ηηο δύν εκηεπζείεο:  
 

✓ y = -x, κε x ≤ 0 θαη 

✓y = x, κε x ≤ 0 
 

πνπ δηρνηνκνύλ ηηο γσλίεο xÔy θαη  
 

 xÔy αληηζηνίρσο. 
 

 

 

 

 

 

 

ΔΦΑΟΚΝΓΖ 
 

Πην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 
κηαο ζπλάξηεζεο ƒ πνπ είλαη νξηζκέλε ζε όιν ην R. 
i) Λα βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ δηέξρεηαη 
από ηα ζεκεία Α θαη Β θαη ζηε ζπλέρεηα λα δείμεηε όηη 
ε επζεία απηή δηέξρεηαη θαη από ην ζεκείν Γ. 
ii) Λα ιύζεηε γξαθηθά ηελ αλίζσζε  
ƒ(x) > -0,5  x + 1. 
 

 

y 

  

 

x 

  

 

O 

  

 

x' 

  

 

y = x, x ≥ 0 

  

 

y = -x, x ≤ 0 
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ΙΠΖ 
i) Ζ επζεία ΑΒ έρεη εμίζσζε ηεο κνξθήο y = αx + β θαη 
επεηδή δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Α (2,0) θαη Β (0,1) ζα 
ηζρύεη: 
0 = α  2 + β θαη 1 = α  0 + β, νπόηε ζα έρνπκε: 
α = -0,5   θαη   β = 1 
Άξα ε εμίζσζε ηεο ΑΒ είλαη: 
y = -0,5  x + 1. 
 

Γηα λα δείμνπκε ηώξα όηη ην ζεκείν Γ αλήθεη ζηελ επζεία 
ΑΒ, αξθεί λα δείμνπκε όηη ην δεύγνο (-2,2) ησλ ζπληε-
ηαγκέλσλ ηνπ επαιεζεύεη ηελ εμίζσζε απηήο, δειαδή 
αξθεί λα δείμνπκε όηη 2 = -0,5  (-2) + 1, πνπ ηζρύεη. 
 

 

 

 

 

 

 

A 

  

 

B 

  

 

Γ 

  

 
Ο 

  

 

x 

  

 

y 

  

 

1 

  

 

y = ƒ(x) 

  

 

A 

  

 

B 
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1 

  

 

y = ƒ(x) 

  

 

y = 0,5x + 1 

  

 

-2 

  

 

2 
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ii) Οη ιύζεηο ηεο αλίζσζεο  
ƒ(x) > -0,5  x + 1 είλαη νη ηεηκεκέλεο ησλ ζεκείσλ ηεο 
γξαθηθήο  
παξάζηαζεο ηεο ƒ πνπ βξίζθνληαη πάλσ από ηελ 
επζεία κε εμίζσζε    y = -0,5  x + 1, δειαδή πάλσ από 
ηελ επζεία ΑΒ. Δπνκέλσο, ε αλίζσζε απηή αιεζεύεη γηα  

x  (-2,0) U (2, +∞). 
 

 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να βξείηε ηε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x' x 
ε επζεία:  

 i) y = x + 2  ii)  y 3x 1   

 iii)  y = -x +1  iv)  y 3x 2    
 

2. Να βξείηε ηελ θιίζε ηεο επζείαο πνπ δηέξρεηαη από 
ηα ζεκεία:  
 i)  A(1,2) θαη B(2,3)  
 ii)  A(1,2) θαη B(2,1) 
 iii)  A(2,1) θαη B(-1,1)  
 iv)  A(1,3) θαη B(2,1). 

3. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο ε νπνία: 
 

 i) Έρεη θιίζε α = -1 θαη ηέκλεη ηνλ άμνλα y'y ζην 
ζεκείν B(0,2). 
 

 ii) ρεκαηίδεη κε ηνλ άμνλα x'x γσλία σ = 45° θαη 
ηέκλεη ηνλ άμνλα y'y ζην ζεκείν B(0,1). 
 

 iii) Δίλαη παξάιιειε κε ηελ επζεία   y = 2x - 3 θαη 
δηέξρεηαη από ην ζεκείν A (1,1). 
 

4. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ δηέξρεηαη από 
ηα ζεκεία:  
 i)  A(1,2) θαη B(2,3)  
 ii)  A(1,2) θαη B(2,1)  
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 iii)  A(2,1) θαη B(-1,1)  
 iv)  A(1,3) θαη B(2,1). 
 

5. Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε ηεο επζείαο πνπ 
παξηζηάλεη ηε ζρέζε κεηαμύ ηεο ζεξκνθξαζίαο C ζε 
βαζκνύο Celsius θαη ηεο ζεξκνθξαζίαο F ζε βαζκνύο 

Fahrenheit είλαη ε  
5

C (F 32).
9

   

 

Γλσξίδνπκε όηη ην λεξό παγώλεη ζε 0
o
C ή 32°F θαη 

βξάδεη ζε 100
o
C ή 212°F. 

Τπάξρεη ζεξκνθξαζία πνπ λα εθθξάδεηαη θαη ζηηο δύν 
θιίκαθεο κε ηνλ ίδην αξηζκό; 
 

6. Να παξαζηήζεηε γξαθηθά ηε ζπλάξηεζε:   

       

x 2, αλ  x 0

f x x 2, αλ  0<x 1

x 1, αλ 1 x

  


  
  

 

7. ην παξαθάησ ζρήκα δίλνληαη ε γξαθηθή 
παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο ƒ πνπ είλαη νξηζκέλε ζε 
όιν ην R θαη ε επζεία y = x. 
Να ιύζεηε γξαθηθά: 
 i) Σηο εμηζώζεηο: 
  ƒ(x) = 1 θαη ƒ(x) = x. 
 ii) Σηο αληζώζεηο: 
  ƒ(x) < 1 θαη ƒ(x) ≥ x. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

y 
  
 

y = ƒ(x) 
  
 

y = x 
  
 

x 
  
 

1 
  
 

Ν 
  
 

34 / 165 



8. i) ην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ λα ραξάμεηε ηηο 
γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

ƒ(x) = |x| θαη g(x) = 1 
 

θαη κε ηε βνήζεηα απηώλ λα ιύζεηε ηηο αληζώζεηο:  
|x| ≤ 1 θαη |x| > 1. 

ii) Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηηο απαληήζεηο ζαο ζην 
πξνεγνύκελν εξώηεκα. 

B΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Ζ πνιπγσληθή γξακκή ΑΒΓΓΔ ηνπ παξαθάησ 
ζρήκαηνο είλαη ε γξαθηθή παξάζηαζε κηαο ζπλάξηεζεο 
ƒ πνπ είλαη νξηζκέλε ζην δηάζηεκα [-6,5]. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 i)  Να βξείηε ηελ ηηκή ηεο ζπλάξηεζεο ƒ ζε θάζε 
αθέξαην  
 x  [-6,5]. 
 ii)  Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 
ƒ(x) = 0, ƒ(x) = -1 θαη ƒ(x) = 1 
 iii) Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο επζείαο ΒΓ θαη ζηε 
ζπλέρεηα λα ιύζεηε γξαθηθά ηελ αλίζσζε 
ƒ(x) < 0,5  x. 

2. Μηα θσηεηλή αθηίλα θηλείηαη θαηά κήθνο ηεο επζείαο  
y = 1 - x θαη αλαθιάηαη ζηνλ άμνλα x'x. Να γξάςεηε ηελ 
εμίζσζε ηεο επζείαο θαηά κήθνο ηεο νπνίαο θηλείηαη ε 
αλαθιώκελε αθηίλα. 
 

Α 
  
 

Β 
  
 

Γ 
  
 

Γ 
  
 

E 
  
 

x 
  
 

y 

  
 

Ν 
  
 

1 
  
 

5 
  
 

-6 
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3. ε κηα δεμακελή ππάξρνπλ 600 ιίηξα βελδίλεο. Έλα 
βπηηνθόξν πνπ πεξηέρεη 2000 ιίηξα βελδίλεο αξρίδεη λα 
γεκίδεη ηε δεμακελή. Αλ ε παξνρή ηνπ βπηηνθόξνπ είλαη 
100 ιίηξα ην ιεπηό θαη ε δεμακελή ρσξάεη όιε ηε 
βελδίλε ηνπ βπηηνθόξνπ: 
 i) Να βξείηε ηηο ζπλαξηήζεηο πνπ εθθξάδνπλ, 
ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ t, ηελ πνζόηεηα ηεο βελδίλεο: 
α) ζην βπηηνθόξν θαη  
β) ζηε δεμακελή. 
 ii) Να παξαζηήζεηε γξαθηθά ηηο παξαπάλσ 
ζπλαξηήζεηο θαη λα  
βξείηε ηε ρξνληθή ζηηγκή θαηά ηελ νπνία ην βπηηνθόξν 
θαη ε δεμακελή έρνπλ ηελ ίδηα πνζόηεηα βελδίλεο. 
 

4. ην παξαθάησ ζρήκα ην ζεκείν Μ δηαγξάθεη ην 
επζύγξακκν ηκήκα ΑΒ από ην Α πξνο ην Β. 
πκβνιίδνπκε κε x ην κήθνο ηεο δηαδξνκήο ΑΜ ηνπ 
ζεκείνπ Μ θαη κε  
 

ƒ(x) ην εκβαδό ηνπ ηξηγώλνπ ΜΓΓ. Να βξείηε ην πεδίν 
νξηζκνύ θαη ηνλ ηύπν ηεο ζπλάξηεζεο E = ƒ(x) θαη ζηε 
ζπλέρεηα λα ηελ παξαζηήζεηε γξαθηθά. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. Γύν θεξηά Κ1 θαη Κ2, ύςνπο 20cm ην θαζέλα, άξρηζαλ 
λα θαίγνληαη ηελ ίδηα ρξνληθή ζηηγκή θαη ην πξώην θεξί 
θάεθε ζε 3 ώξεο, ελώ ην δεύηεξν θάεθε ζε 4 ώξεο. Σα 
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4 
  
 

x 
  
 

Β 
  
 

Α 
  
 

Γ 
  
 

4 
  
 2 

  
 

Γ 
  
 

Κ
Γ 
4 
Δ 
= 
ƒ(
x) 
Γ 
2 

Δ = ƒ(x) 
  
 



ύςε ησλ θεξηώλ Κ1 θαη Κ2, ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ t, 
θαηά ην ρξνληθό δηάζηεκα πνπ θαζέλα από απηά 

θαηγόηαλ, παξηζηάλνληαη κε ηα επζύγξακκα ηκήκαηα k1 

θαη k2 ηνπ παξαθάησ ζρήκαηνο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

i) Να βξείηε ηηο ζπλαξηήζεηο   h = h1(t) θαη h = h2(t) πνπ 
εθθξάδνπλ, ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ 

 t, ηα ύςε ησλ θεξηώλ Κ1 θαη Κ2 αληηζηνίρσο. 

ii) Να βξείηε πόηε ην θεξί Κ2 είρε δηπιάζην ύςνο από ην 

θεξί Κ1. 
iii) Να ιύζεηε ην ίδην πξόβιεκα θαη ζηε γεληθή 
πεξίπησζε πνπ ην αξρηθό ύςνο ησλ θεξηώλ ήηαλ ίζν 
κε π. Ση παξαηεξείηε; 

Ν 
  
 

k1 
  
 

k2 
  
 

20 
  
 

3 
  
 

4 
  
 

h(ζε cm) 
  
 

t(ζε ώξεο) 
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 6.4 ΘΑΡΑΘΝΟΦΖ - ΝΟΗΕΝΛΡΗΑ   

   ΚΔΡΑΡΝΞΗΠΖ ΘΑΚΞΙΖΠ 

 

Θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε θακπύιεο 
α) Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε  
ƒ(x) = |x| + 1. Δπεηδή 
 

 
x 1, αλ  x 0

f x
x 1, αλ x 0

  
 

 
 

 
ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ƒ(x) = |x| + 1, ζα 
απνηειείηαη από ηηο εκηεπζείεο 
 

✓ y = -x + 1, κε x ≤ 0 θαη  

✓ y = x + 1, κε x ≥ 0, πνπ έρνπλ αξρή ην ζεκείν 1 ηνπ 

άμνλα y' y θαη είλαη παξάιιειεο κε ηηο δηρνηόκνπο  
 

ησλ γσληώλ ˆx 'Oy  θαη  ˆxOy  από ηηο νπνίεο, όπσο είλαη 

γλσζηό, απνηειείηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θ(x) = 
|x| (ρήκα). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  

1 
  
 1 

  
 1 

  
 

1 
  
 

1 
  
 

1 
  
 

x' 
  
 

y 
  
 

x 
  
 

M
at h Com

poser  1. 1. 5

ht t p: / / www. m
at hcom

poser . comy = |x| + 1

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

y = |x|
Ν 
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Δπνκέλσο, αλ κεηαηνπίζνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο θ(x) = |x| θαηαθόξπθα
(1)

 θαη πξνο ηα πάλσ θαηά 1 

κνλάδα, ηόηε απηή ζα ζπκπέζεη κε ηε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο ƒ(x) = |x| +1. Απηό, άιισζηε, ήηαλ 
αλακελόκελν, αθνύ ηζρύεη:  
ƒ(x) = θ(x) + 1, γηα θάζε x , 
πνπ ζεκαίλεη όηη γηα θάζε x  ην  ƒ(x) είλαη θαηά 1 
κνλάδα κεγαιύηεξν ηνπ θ(x).  
Γεληθά: 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ƒ, κε: 
ƒ(x) = θ(x) + c, όπνπ c > 0, 
πξνθύπηεη από κηα θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο θ θαηά c κνλάδεο πξνο ηα 

πάλσ (ρήκα α') 
 

 

 

 

 

 

ρήκα α' 
 

β) Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε    ƒ(x) = |x| - 1. Δπεηδή 
 

 
x 1, αλ  x 0

f x
x 1, αλ x 0

  
 

 
 

 

(1)
 Γειαδή παξάιιεια κε ηνλ άμνλα y'y  

y = θ(x) + c 
  
 

y = θ(x)  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

y 
  
 

x 
  
 

Ν 
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 ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  
ƒ(x) = |x| -1, ζα απνηειείηαη 
από ηηο εκηεπζείεο  

✓ y = -x - 1, κε x < 0 θαη  

✓ y = x - 1, κε x > 0, πνπ έρνπλ αξρή ην ζεκείν -1 ηνπ 

άμνλα y' y θαη είλαη παξάιιειεο κε ηηο δηρνηόκνπο  
 

ησλ γσληώλ ˆx 'Oy  θαη ˆxOy  

από ηηο νπνίεο απνηειείηαη ε  
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θ(x) = |x| (ρήκα).  
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Δπνκέλσο, αλ κεηαηνπίζνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο θ(x) = |x| θαηαθόξπθα θαη πξνο ηα θάησ θαηά 1 
κνλάδα, ηόηε απηή ζα ζπκπέζεη κε ηε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο ƒ(x) = |x| - 1. Απηό, άιισζηε, ήηαλ 
αλακελόκελν, αθνύ ηζρύεη : 
 

ƒ(x) = θ(x) - 1, γηα θάζε x ,  
 

πνπ ζεκαίλεη όηη γηα θάζε  x  ην ƒ(x) είλαη θαηά 1 
κνλάδα κηθξόηεξν ηνπ θ(x). Γεληθά: 
 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ƒ, κε: 
ƒ(x) = θ(x) - c, όπνπ c > 0, 
πξνθύπηεη από κηα θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο θ θαηά c κνλάδεο πξνο ηα 

θάησ (ρήκα β') 

1 
  
 1 

  
 

-1  
 

1 
  
 

1 
  
 

1 
  
 

x' 
  
 

3 
  
 

x 
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ρήκα β' 
 

Νξηδόληηα κεηαηόπηζε θακπύιεο 
 

α) Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε    ƒ(x) = |x - 1|. Δπεηδή 
 

 
x 1, αλ  x 1

f x
x 1, αλ x 1

  
 

 
 

 
ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  
ƒ(x) = |x - 1|, ζα απνηειείηαη από ηηο εκηεπζείεο  

✓ y = -x + 1, κε x < 1 θαη  

✓ y = x - 1, κε x > 1, πνπ έρνπλ αξρή ην ζεκείν 1 ηνπ 

άμνλα x'x θαη είλαη παξάιιειεο κε ηηο δηρνηόκνπο  
 

ησλ γσληώλ ˆx 'Oy  θαη ˆxOy  από ηηο νπνίεο απνηειείηαη 

ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θ(x) = |x| (ρήκα). 
 
 
 
 
 
 

y = θ(x) - c 
  
 

y = θ(x)  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

y 
  
 

x 
  
 

Ν 
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Δπνκέλσο, αλ κεηαηνπίζνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο θ(x) = |x| νξηδόληηα
(2)

 θαη πξνο ηα δεμηά θαηά 1 
κνλάδα, ηόηε απηή ζα ζπκπέζεη κε ηε γξαθηθή 
παξάζηαζε ηεο  
ƒ(x) = |x -1|. Απηό, άιισζηε, ήηαλ αλακελόκελν, αθνύ 
ηζρύεη 
ƒ(x) = θ(x - 1), γηα θάζε x , πνπ ζεκαίλεη όηη ε ηηκή 
ηεο ƒ(x) = |x-1| ζηε ζέζε x είλαη ίδηα κε ηελ ηηκή ηεο θ(x) 
= |x| ζηε ζέζε x - 1. 
Γεληθά: 
 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ƒ κε: 
ƒ(x) = θ(x - c), όπνπ c > 0, 
πξνθύπηεη από κηα νξηδόληηα κεηαηόπηζε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο θ θαηά c κνλάδεο πξνο ηα δεμηά 
(ρήκα γ'). 

 
Πξάγκαηη επεηδή ƒ(x) = θ(x - c), ε ηηκή ηεο ƒ ζηε ζέζε x 
είλαη ίδηα κε ηελ ηηκή ηεο θ ζηε ζέζε x - c, πνπ 
βξίζθεηαη c κνλάδεο αξηζηεξόηεξα ηεο ζέζεο x. Άξα, ε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ƒ ζα βξίζθεηαη c κνλάδεο 
δεμηόηεξα ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο θ (ρήκα γ'). 
 
(2)

 Γειαδή παξάιιεια κε ηνλ άμνλα x'x. 

1 
  
 

1 
  
 

1 
  
 1 

  
 

1 
  
 

y 
  
 

x 
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ρήκα γ' 
 

β) Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε   ƒ(x) = |x + 1|. Δπεηδή 
 

 
x 1, αλ  x 1

f x
x 1, αλ x 1

   
 

  
 

 
ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  
ƒ(x) = |x + 1|, ζα απνηειείηαη 
από ηηο εκηεπζείεο  

✓ y = -x - 1, κε x < -1 θαη  

✓ y = x + 1, κε x > -1, πνπ έρνπλ αξρή ην ζεκείν -1 ηνπ 

άμνλα x' x θαη είλαη παξάιιειεο κε ηηο δηρνηόκνπο  
 

ησλ γσληώλ ˆx 'Oy  θαη ˆxOy  από ηηο νπνίεο απνηειείηαη 

ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο θ(x) = |x| (ρήκα).  
  

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

y 
  
 

x - c 
  
 

x 
  
 

Ν 
  
 

x 
  
 

θ(x - c) 
  
 

Cθ 
  
 

Cf 
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Δπνκέλσο, αλ κεηαηνπίζνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο θ(x) = |x| νξηδόληηα θαη πξνο ηα αξηζηεξά θαηά 1 
κνλάδα, ηόηε απηή ζα  
ζπκπέζεη κε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ƒ(x) = |x + 1|. 
Απηό, άιισζηε, ήηαλ αλακελόκελν, αθνύ ηζρύεη 
 

ƒ(x) = θ(x + 1), γηα θάζε x ,  
 

πνπ ζεκαίλεη όηη ε ηηκή ηεο  
ƒ(x) = |x + 1| ζηε ζέζε x είλαη ίδηα κε ηελ ηηκή ηεο  

θ(x) = |x| ζηε ζέζε x + 1. Γεληθά: 
 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ƒ, κε: 
ƒ(x) = θ(x + c), όπνπ c > 0, 
πξνθύπηεη από κηα νξηδόληηα κεηαηόπηζε ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο θ θαηά c κνλάδεο πξνο ηα αξηζηεξά 
(ρήκα δ'). 
 

Πξάγκαηη επεηδή ƒ(x) = θ(x + c), ε ηηκή ηεο ƒ ζηε ζέζε x 
είλαη ίδηα κε ηελ ηηκή ηεο θ ζηε ζέζε x + c, πνπ 
βξίζθεηαη c κνλάδεο δεμηόηεξα ηεο ζέζεο x. Άξα, ε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ƒ ζα βξίζθεηαη c κνλάδεο 

1 
  
 

1 
  
 

1 
  
 

-1 
  
 

1 
  
 

y 
  
 

x 
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αξηζηεξόηεξα ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο θ (ρήκα 
δ'). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ρήκα δ' 
 
 

ΔΦΑΟΚΝΓΖ 
 

Λα παξαζηεί γξαθηθά ε ζπλάξηεζε  
ƒ(x) = |x + 3| + 2. 
ΙΠΖ 
Αξρηθά ραξάζζνπκε ηελ y = |x + 3|, πνπ όπσο είδακε 
πξνθύπηεη από κηα νξηδόληηα κεηαηόπηζε ηεο y = |x| 
θαηά 3 κνλάδεο πξνο ηα αξηζηεξά. ηε ζπλέρεηα 
ραξάζζνπκε ηελ  y = |x + 3| + 2, πνπ όπσο είδακε 
πξνθύπηεη από κηα θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε ηεο 
γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο y = |x + 3| θαηά 2 κνλάδεο 
πξνο ηα πάλσ. 
 

 

 
 
 
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

c 
  
 

y 
  
 

x + c 
  
 

x 
  
 

Ν 
  
 

x 
  
 

θ(x + c) 
  
 

Cθ 
  
 

Cf 
  
 

ƒ(x)  
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Δπνκέλσο, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ƒ(x) = |x + 3| + 2 
πξνθύπηεη από δύν δηαδνρηθέο κεηαηνπίζεηο ηεο 
ζπλάξηεζεο y = |x|, κηαο νξηδόληηαο 
θαηά 3 κνλάδεο πξνο ηα αξηζηεξά θαη κηαο 
θαηαθόξπθεο θαηά 2 κνλάδεο πξνο ηα πάλσ (ρήκα). 
 

ΠΖΚΔΗΥΠΖ: 
Με αλάινγν ηξόπν, δνπιεύνπκε γηα λα παξαζηήζνπκε 
γξαθηθά ηηο ζπλαξηήζεηο ηεο κνξθήο: 
ƒ(x) = θ(x ± c)  ± d, κε c, d > 0. Γειαδή, αμηνπνηνύκε 
ηόζν ηελ νξηδόληηα όζν θαη ηελ θαηαθόξπθε 
κεηαηόπηζε θακπύιεο. 
 

 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. ην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ λα παξαζηήζεηε 
γξαθηθά ηηο ζπλαξηήζεηο: 
 

θ(x) = |x|,  ƒ(x) = |x| + 2  θαη 

g(x) = |x| - 2. 

y 
  
 

x 
  
 

1 
  
 

O 
  
 

3 
  
 

2 
  
 

y = |x + 3| 
  
 

y = |x| 
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2. Οκνίσο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο 
 

θ(x) = |x|,  h(x) = |x + 2|  θαη 

g(x) = |x - 2|. 
 

3. Οκνίσο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο 
 

θ(x) = |x|,  F(x) = |x + 2| + 1  θαη 

g(x) = |x - 2| - 1. 
 

4. ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 
κηαο ζπλάξηεζεο θ πνπ απνηειείηαη από ηελ δηρνηόκν 
ηεο δεύηεξεο γσλίαο ησλ αμόλσλ θαη από ην εκηθύθιην 
πνπ αλήθεη ζην 1ν ηεηαξηεκόξην θαη έρεη δηάκεηξν πνπ 
νξίδνπλ ηα ζεκεία O(0,0) θαη A(2,0). 
 

ην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ λα παξαζηήζεηε 
γξαθηθά ηηο ζπλαξηήζεηο: 

i) ƒ(x) = θ(x) + 2 θαη g(x) = θ(x) - 2 

ii) h(x) = θ(x + 3) θαη q(x) = θ(x - 3) 

iii) F(x) = θ(x + 3) + 2  
θαη G(x) = θ(x - 3) - 2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

5. Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε θ(x) = 2x
2

 -1. Να βξείηε ηνλ ηύπν 
ηεο ζπλάξηεζεο ƒ ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε 
πξνθύπηεη από δύν δηαδνρηθέο κεηαηνπίζεηο ηεο 
γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο θ: 

 

Α 
  
 

Ν 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

Cθ 
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i)  θαηά 2 κνλάδεο πξνο ηα δεμηά θαη θαηά 1 κνλάδα 
πξνο ηα πάλσ. 

ii) θαηά 3 κνλάδεο πξνο ηα δεμηά θαη θαηά 2 κνλάδεο 
πξνο ηα θάησ. 

iii) θαηά 2 κνλάδεο πξνο ηα αξηζηεξά θαη θαηά 1 
κνλάδεο πξνο ηα πάλσ. 

iv) θαηά 3 κνλάδεο πξνο ηα αξηζηεξά θαη θαηά 2 
κνλάδεο πξνο ηα θάησ. 
 

6.5 ΚΝΛΝΡΝΛΗΑ - ΑΘΟΝΡΑΡΑ    
   - ΠΚΚΔΡΟΗΔΠ ΠΛΑΟΡΖΠΖΠ 
 

Μνλνηνληά ζπλάξηεζεο 
ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο ζπλάξηεζεο T = ƒ(t) πνπ εθθξάδεη ηε ζεξκνθξαζία 
Σ ελόο ηόπνπ ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ t θαηά ην ρξνληθό 
δηάζηεκα από ηα κεζάλπρηα κηαο εκέξαο (t = 0) κέρξη ηα 
κεζάλπρηα ηεο επόκελεο κέξαο (t = 24). 
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α) Παξαηεξνύκε όηη ζην δηάζηεκα [4,16] ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζεξκνθξαζίαο 
αλέξρεηαη. 
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Απηό ζεκαίλεη όηη ζην δηάζηεκα απηό, κε ηελ πάξνδν 
ηνπ ρξόλνπ, ε ζεξκνθξαζία απμάλεηαη, δειαδή γηα 

νπνηαδήπνηε t1, t2  [4,16] κε t1 < t2 ηζρύεη: 

ƒ(t1) < ƒ(t2) 
 

Γηα ην ιόγν απηό ιέκε όηη ε ζπλάξηεζε T = ƒ(t) είλαη 
γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα [4,16]. Γεληθά: 

ΝΟΗΠΚΝΠ 
 

Μηα ζπλάξηεζε ƒ ιέγεηαη γλεζίσο αύμνπζα ζε έλα 
δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα 

νπνηαδήπνηε x1, x2  Γ κε x1 < x2 ηζρύεη: 
ƒ(x1 ) < ƒ(x2) 

 

 
Γηα λα δειώζνπκε όηη ε ζπλάξηεζε ƒ είλαη γλεζίσο 
αύμνπζα ζην δηάζηεκα Γ γξάθνπκε ƒ     Γ. 
Γηα παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε ƒ(x) = 2x - 3 είλαη 

γλεζίσο αύμνπζα ζην R. Πξάγκαηη έζησ x1,x2   R, κε  

x1 < x2. Σόηε έρνπκε: 

 x1 < x2    2x1 < 2x2 

  2x1 - 3 < 2x2 - 3 

  ƒ(x1) < ƒ(x2) 
Γεληθά: 

Ζ ζπλάξηεζε ƒ(x) = x + β, κε  α > 0 είλαη γλεζίσο 

αύμνπζα ζην R. 
β) ην ίδην ζρήκα, παξαηεξνύκε επηπιένλ όηη ζην 
δηάζηεκα [16,24] ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ζεξκνθξαζίαο θαηέξρεηαη. 
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Απηό ζεκαίλεη όηη ζην δηάζηεκα απηό, κε ηελ πάξνδν 
ηνπ ρξόλνπ, ε ζεξκνθξαζία κεηώλεηαη, δειαδή γηα 

νπνηαδήπνηε t1, t2  [16,24] κε  

t1 < t2 ηζρύεη: 

ƒ(t1) > ƒ(t2) 
Γηα ην ιόγν απηό ιέκε όηη ε ζπλάξηεζε T = ƒ(t) είλαη 
γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα [16,24]. Γεληθά: 

ΝΟΗΠΚΝΠ 

Μηα ζπλάξηεζε ƒ ιέγεηαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε έλα 
δηάζηεκα Γ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο, όηαλ γηα 

νπνηαδήπνηε x1, x2    Γ κε x1 < x2 ηζρύεη: 
ƒ(t1) > ƒ(t2) 

 

 

Γηα λα δειώζνπκε όηη ε ζπλάξηεζε είλαη γλεζίσο 
θζίλνπζα ζην δηάζηεκα Γ γξάθνπκε   ƒ    Γ 
Γηα παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε   ƒ(x) = -2x + 5 είλαη 
γλεζίσο θζίλνπζα ζην R. Πξάγκαηη· έζησ  

x1, x2  R, κε x1 < x2. Σόηε έρνπκε: 
 

 x1 < x2  -2x1 > -2x2 

  -2x1 + 5 > -2x2 + 5 

  ƒ(x1) > ƒ(x2) 
 

Γεληθά: 

Ζ ζπλάξηεζε ƒ(x) = αx + β, κε α < 0 είλαη γλεζίσο 
θζίλνπζα ζην R. 
Μηα ζπλάξηεζε πνπ είλαη είηε γλεζίσο αύμνπζα είηε 

γλεζίσο θζίλνπζα ζε έλα δηάζηεκα Γ ιέγεηαη γλεζίσο 
κνλόηνλε ζην Γ. 
 

Διάρηζην θαη κέγηζην ζπλάξηεζεο 
 

Αο ζεσξήζνπκε θαη πάιη ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ζπλάξηεζεο T = ƒ(t). 
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Παξαηεξνύκε όηη: 

α) Σε ρξνληθή ζηηγκή t1 = 4 ε ζεξκνθξαζία ηνπ ηόπνπ 
παίξλεη ηελ ειάρηζηε ηηκή ηεο, πνπ είλαη ε ƒ(4) = 3 βαζκνί 
Κειζίνπ. Γειαδή ηζρύεη: 
 

ƒ(t) ≥ ƒ(4) = 3, γηα θάζε t  [0,24]  
 

Γηα ην ιόγν απηό ιέκε όηη ε ζπλάξηεζε T = ƒ(t) 
παξνπζηάδεη ζην t = 4 ειάρηζην, ην ƒ(4) = 3. Γεληθά: 
 

ΝΟΗΠΚΝΠ 

Μηα ζπλάξηεζε ƒ, κε πεδίν νξηζκνύ έλα ζύλνιν Α, ιέκε 

όηη παξνπζηάδεη ζην x0  Α (νιηθό) ειάρηζην όηαλ: 

ƒ(x) > ƒ(x0), γηα θάζε x  Α 
 

Σν x0    Α ιέγεηαη ζέζε ειαρίζηνπ, ελώ ην ƒ(x0) νιηθό 

ειάρηζην ή απιώο ειάρηζην ηεο ζπλάξηεζεο ƒ  θαη ην 

ζπκβνιίδνπκε κε min ƒ(x). 
Γηα παξάδεηγκα, αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε  

ƒ(x) = 3x
4
 + 1. Δπεηδή 

 x
4
 ≥ 0, γηα θάζε x  R, 

ζα είλαη  

 3x
4
 ≥ 0, γηα θάζε x  R, 

νπόηε ζα έρνπκε 

 3x
4

 + 1 ≥ 1, γηα θάζε  x  R. 
Δπνκέλσο: 
 ƒ(x) ≥ ƒ(0), γηα θάζε x  R  
 

Άξα, ε ƒ παξνπζηάδεη ειάρηζην ζην x0 = 0, ην ƒ(0) = 1 
 

β) Σε ρξνληθή ζηηγκή t2 = 16 ε ζεξκνθξαζία ηνπ ηόπνπ 
παίξλεη ηε κέγηζηε ηηκή ηεο, πνπ είλαη ε T(16) = = 11 
βαζκνί Κειζίνπ. Γειαδή ηζρύεη: 
ƒ(t) ≤ ƒ(16) = 11, γηα θάζε t    [0,24]  
Γηα ην ιόγν απηό ιέκε όηη ε ζπλάξηεζε T = ƒ(t) 
παξνπζηάδεη ζην t = 16 κέγηζην, ην ƒ(16) = 11. Γεληθά: 
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ΝΟΗΠΚΝΠ 

Μηα ζπλάξηεζε ƒ, κε πεδίν νξηζκνύ έλα ζύλνιν Α, ιέκε 

όηη παξνπζηάδεη ζην x0   Α (νιηθό) κέγηζην όηαλ 

ƒ(x) ≤ ƒ(x0), γηα θάζε x  Α 
 

 

Σν x0  Α ιέγεηαη ζέζε κεγίζηνπ, ελώ ην  ƒ(x0) νιηθό 

κέγηζην ή απιώο κέγηζην ηεο ƒ θαη ην ζπκβνιίδνπκε κε 

max ƒ(x). Γηα παξάδεηγκα, αο ζεσξήζνπκε ηε 

ζπλάξηεζε ƒ(x) = -3x
4
 + 1. Δπεηδή 

 

 x
4
 ≥ 0,  γηα θάζε x  R, 

ζα είλαη 

 -3x
4
 ≤ 0,  γηα θάζε x  R, 

νπόηε ζα έρνπκε  

 -3x
4
 + 1 ≤ 1,  γηα θάζε x  R. 

Δπνκέλσο: 
 ƒ(x) ≤ ƒ(0),  γηα θάζε x  R 

Άξα, ε ƒ παξνπζηάδεη κέγηζην ζην x0 = 0, ην ƒ(0) = 1. 
Σν (νιηθό) κέγηζην θαη ην (νιηθό) ειάρηζην κηαο 

ζπλάξηεζεο ιέγνληαη νιηθά αθξόηαηα απηήο. 

ΠΣΝΙΗΝ: 
Μηα ζπλάξηεζε ελδέρεηαη λα έρεη θαη κέγηζην θαη 
ειάρηζην (ρ. α) ή κόλν ειάρηζην (ρ. β') ή κόλν κέγηζην 
(ρ. γ') ή λα κελ έρεη νύηε κέγηζην νύηε ειάρηζην (ρ. δ'). 
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Άξηηα ζπλάξηεζε 
α) ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

Cƒ κηαο ζπλάξηεζεο ƒ πνπ έρεη πεδίν 

νξηζκνύ όιν ην R. Παξαηεξνύκε όηη ε Cf έρεη άμνλα 
ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα y'y, αθνύ ην ζπκκεηξηθό θάζε 

ζεκείνπ ηεο Cƒ σο πξνο ηνλ άμνλα y'y αλήθεη ζηελ Cƒ. 
Δπεηδή, όκσο, ην ζπκκεηξηθό ηνπ ηπραίνπ ζεκείνπ 

M(x,y) ηεο Cƒ σο πξνο ηνλ άμνλα y'y είλαη ην ζεκείν  
M'(-x,y) θαη επεηδή ηα ζεκεία M(x,y) θαη M'(-x,y) αλήθνπλ 

ζηελ Cƒ, ζα ηζρύεη y = ƒ(x) θαη y = ƒ(-x), νπόηε ζα 
έρνπκε:  

ƒ(-x) = ƒ(x) 
Ζ ζπλάξηεζε ƒ κε ηελ παξαπάλσ ηδηόηεηα ιέκε ιέγεηαη 

άξηηα. Γεληθά: 
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ΝΟΗΠΚΝΠ: 

Μηα ζπλάξηεζε ƒ, κε πεδίν νξηζκνύ έλα ζύλνιν Α, ζα 
ιέγεηαη άξηηα, όηαλ γηα θάζε x  Α ηζρύεη: 

-x  Α θαη ƒ(-x) = ƒ(x) 
 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε κηαο άξηηαο ζπλάξηεζεο έρεη 

άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα y 'y 

Γηα παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε  ƒ(x) = 2x
4
 - x

2
 + 1 είλαη 

άξηηα ζπλάξηεζε, αθνύ έρεη πεδίν νξηζκνύ όιν ην R 
θαη γηα θάζε x  R   ηζρύεη: 

ƒ(-x) = 2(-x)
4
 - (-x)

2
 + 1 =  

= 2x
4
 - x

2
 + 1 = ƒ(x)  

πλεπώο, ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε έρεη άμνλα 
ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα y'y. 
 
 
 

Ξεξηηηή ζπλάξηεζε 
β) ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

Cƒ κηαο ζπλάξηεζεο ƒ πνπ έρεη πεδίν 
νξηζκνύ όιν ην R. 

Παξαηεξνύκε όηη ε Cƒ έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ αξρή 

ησλ αμόλσλ, αθνύ ην ζπκκεηξηθό θάζε ζεκείνπ ηεο Cƒ 

σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ αλήθεη ζηελ Cƒ. 
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Δπεηδή, όκσο, ην ζπκκεηξηθό ηνπ ηπραίνπ ζεκείνπ 

M(x,y) ηεο Cƒ σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ είλαη ην 
ζεκείν M'(-x, -y) θαη επεηδή ηα ζεκεία M(x,y) θαη  

M'(-x, -y) αλήθνπλ ζηελ Cƒ, ζα ηζρύεη y = ƒ(x) θαη  
 -y = ƒ(-x), νπόηε ζα έρνπκε: 

ƒ(-x ) = -ƒ(x) 
Ζ ζπλάξηεζε f κε ηελ παξαπάλσ ηδηόηεηα ιέγεηαη 

πεξηηηή. Γεληθά:  

 
ΝΟΗΠΚΝΠ: 

Μηα ζπλάξηεζε ƒ, κε πεδίν νξηζκνύ έλα ζύλνιν Α, ζα 
ιέγεηαη πεξηηηή, όηαλ γηα θάζε x  Α ηζρύεη: 

-x  Α θαη  ƒ(-x) = - ƒ(x) 
 

 
 

 
 

  
 

 

 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε κηαο πεξηηηήο ζπλάξηεζεο έρεη 

θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 

Γηα παξάδεηγκα, ε ζπλάξηεζε  ƒ(x) = 2x
3
 - x είλαη 

πεξηηηή ζπλάξηεζε, δηόηη έρεη πεδίν νξηζκνύ όιν ην R 
θαη γηα θάζε x  R ηζρύεη:  

ƒ(-x) = 2(-x)
3
 - (-x) = -2x

3
 + x = - ƒ(x) 

πλεπώο, ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε έρεη θέληξν 
ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. 
 

ΠΖΚΔΗΥΠΖ: 
Ο όξνο "άξηηα" πξνέθπςε αξρηθά από ην γεγνλόο όηη νη 

ζπλαξηήζεηο y = x
2
, y = x

4
, y = x

6
 θηι., πνπ έρνπλ άξηην 

εθζέηε, έρνπλ άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα y'y, είλαη 
δειαδή άξηηεο ζπλαξηήζεηο, ελώ ν όξνο "πεξηηηή" 
πξνέξρεηαη από ην γεγνλόο όηη νη ζπλαξηήζεηο y = x,  

 y = x
3
, y = x

5
 θηι., πνπ έρνπλ πεξηηηό εθζέηε, έρνπλ 

θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ, είλαη δειαδή 
πεξηηηέο ζπλαξηήζεηο. 
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ΔΦΑΡΜΟΓH 
 

Πην παξαθάησ ζρήκα δίλνληαη νξηζκέλα ηκήκαηα ηεο 
γξαθηθήο παξάζηαζεο κηαο άξηηαο ζπλάξηεζεο ƒ πνπ 
έρεη πεδίν νξηζκνύ ην δηάζηεκα [-6,6]. 
Λα ραξαρζνύλ θαη ηα ππόινηπα ηκήκαηα ηεο 
γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο ƒ θαη κε ηε 
βνήζεηα απηήο: 
 

α) Λα βξεζνύλ ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία ε 
ζπλάξηεζε ƒ: 
i) είλαη γλεζίσο αύμνπζα, 
ii) είλαη γλεζίσο θζίλνπζα 
iii) είλαη ζηαζεξή. 
β) Λα βξεζεί ε κέγηζηε θαη ε ειάρηζηε ηηκή ηεο ƒ, 
θαζώο επίζεο νη ζέζεηο ησλ αθξνηάησλ απηώλ. 
 
 
 

 
 

 

 
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ΙΠΖ 
Δπεηδή ε ζπλάξηεζε ƒ είλαη άξηηα, ε γξαθηθή ηεο 
παξάζηαζε ζα έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα y'y. 
Δπνκέλσο, αλ πάξνπκε ηα ζπκκεηξηθά σο πξνο ηνλ 
άμνλα y'y ησλ δνζέλησλ ηκεκάησλ ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο ƒ, ζα έρνπκε νιόθιεξε ηε γξαθηθή 

x 
  
 

1 
  
 

O 
  
 

y 
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παξάζηαζε ηεο ƒ, πνπ είλαη ε πνιπγσληθή γξακκή 
Α΄Β΄ΓΌΓΒΑ (ρήκα). 
 
 
 

 
 
 
 
 

Από ηελ παξαπάλσ γξαθηθή παξάζηαζε πξνθύπηεη 
όηη:  
α) Ζ ζπλάξηεζε ƒ: 

i) είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε θαζέλα από ηα 
δηαζηήκαηα [0,2] θαη [5,6], 

ii) είλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε θαζέλα από ηα 
δηαζηήκαηα [-2,0] θαη [-6,-5], ηα νπνία είλαη ζπκκεηξηθά 
σο πξνο ην Ο ησλ δηαζηεκάησλ [0,2] θαη [5,6] 
αληηζηνίρσο ζηα νπνία ε ƒ είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

iii) είλαη ζηαζεξή ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα [-5,-2] 
θαη [2,5] ηα νπνία είλαη ζπκκεηξηθά κεηαμύ ηνπο σο 
πξνο ην Ο. 
 
β) Ζ κέγηζηε ηηκή ηεο ƒ είλαη ίζε κε 4 θαη παξνπζηάδεηαη 
όηαλ ην x πάξεη ηηο ηηκέο -6 θαη 6. Γειαδή ηζρύεη: 

max ƒ(x) = ƒ(-6) = ƒ(6) = 4  
 

 
Ζ ειάρηζηε ηηκή ηεο ƒ είλαη ίζε κε 0 θαη παξνπζηάδεηαη 
όηαλ ην x πάξεη 
ηελ ηηκή 0. Γειαδή ηζρύεη: 

min ƒ(x) = ƒ(0) = 0. 
 

Α' 
  
 

Β' 
  
 

Γ' 
  
 

Γ 
  
 

Β 
  
 

Α 
  
 

4 
  
 

O 
  
 

2 
  
 

5 
  
 

6 
  
 

-2 
  
 

-5 
  
 

-6 
  
 

x 
  
 

y 
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ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1) Να βξείηε ηα δηαζηήκαηα ζηα νπνία θαζεκηά από ηηο 
παξαθάησ ζπλαξηήζεηο είλαη: 
α) γλεζίσο αύμνπζα θαη  
β) γλεζίσο θζίλνπζα. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1 
  
 

x 
  
 

O 
  
 
-1 
  
 

y 
  
 

y = ƒ(x) 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

2 
  
 

O 
  
 

-2 
  
 

y = g(x) 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

1 
  
 

O 

  
 

-1 
  
 

y = h(x) 
  
 

-2 
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2) Να πξνζδηνξίζεηε ηα νιηθά αθξόηαηα ησλ 
ζπλαξηήζεσλ ηεο πξνεγνύκελεο άζθεζεο, θαζώο θαη 
ηηο ζέζεηο ησλ αθξνηάησλ απηώλ. 
 

3) Να δείμεηε όηη: 

i) Ζ ζπλάξηεζε ƒ(x) = x
2
 - 6x +10 παξνπζηάδεη 

ειάρηζην γηα x = 3.  
 

ii) Ζ ζπλάξηεζε  
2

2x
g(x)

x 1



 

 

παξνπζηάδεη κέγηζην γηα x = 1. 
 

4) Να βξείηε πνηεο από ηηο παξαθάησ ζπλαξηήζεηο 
είλαη άξηηεο θαη πνηεο είλαη πεξηηηέο: 

i) 
2 4

1f (x) 3x 5x   

ii) 2f (x) 3 x 1   

iii) 3f (x) x 1   

iv) 
3 5

4f (x) x 3x   

v) 

2

5
x

f (x)
1 x




 

vi) 6 2

2x
f (x)

x 1



 

 

5) Οκνίσο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο: 

 i) 1
1

f (x)
x

  

ii) 2f (x) x 2   

iii) 3f (x) x 1 x 1     

iv) 4 2

1
x

xf (x)
x 1






 

v) 5f (x) x  
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vi) 
2

6f (x) 1 x   

6) Να βξείηε πνηεο από ηηο παξαθάησ γξακκέο είλαη 
γξαθηθέο παξαζηάζεηο άξηηαο θαη πνηεο πεξηηηήο 
ζπλάξηεζεο. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

x 
  
 

y 
  
 

Ν 
  
 

y = ƒ(x) 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

Ν 
  
 

y = g(x) 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

Ν 
  
 

y = h(x) 
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7) Οκνίσο γηα ηηο παξαθάησ γξακκέο 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
8) Να ζπκπιεξώζεηε ηηο παξαθάησ γξακκέο ώζηε λα 
παξηζηάλνπλ γξαθηθέο παξαζηάζεηο 
 
α) Άξηηαο ζπλάξηεζεο θαη  

β) Πεξηηηήο ζπλάξηεζεο. 

 

 

x 
  
 

y 
  
 

Ν 
  
 

y = ƒ(x) 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

Ν 
  
 

y = g(x) 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

Ν 
  
 

y = h(x) 
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ΔΟΥΡΖΠΔΗΠ ΘΑΡΑΛΝΖΠΖΠ 
 
 

I. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο λα 
θπθιώζεηε ην γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
αιεζήο θαη ην γξάκκα Τ, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
ςεπδήο. 

x 
  
 

y 
  
 

Ν 
  
 

C1 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

Ν 
  
 

C2 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

Ν 
  
 

C3 
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1. 
Τπάξρεη ζπλάξηεζε ηεο νπνίαο ε 
γξαθηθή παξάζηαζε δηέξρεηαη από ηα 
ζεκεία Α (1,2) θαη Β(1,3). 

A Φ 

2. 
Οη επζείεο y = α

2
 x - 2 θαη   y = -x + 1 

ηέκλνληαη. 
Α Φ 

3. 
Αλ κία ζπλάξηεζε f είλαη γλεζίσο 
αύμνπζα, ηόηε ε   - ƒ είλαη γλεζίσο 
θζίλνπζα. 

Α Φ 

  

4. 
Μία γλεζίσο κνλόηνλε ζπλάξηεζε έρεη 
ην πνιύ κία ξίδα. 

A Φ 

5. 
Τπάξρεη γλεζίσο κνλόηνλε ζπλάξηεζε 
πνπ δηέξρεηαη από ηα ζεκεία   Α (1,2), 
Β(2,1) θαη Γ (3,3). 

Α Φ 

6. 
Αλ κηα ζπλάξηεζε  ƒ είλαη γλεζίσο 
θζίλνπζα θαη έρεη ξίδα ηνλ αξηζκό 1, ηόηε 
ζα ηζρύεη  ƒ(0) < 0. 

Α Φ 

7. 

Αλ κηα ζπλάξηεζε  ƒ είλαη γλεζίσο 
κνλόηνλε θαη ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε 
δηέξρεηαη από ηα ζεκεία Α (1,2) θαη Β 
(2,5), ηόηε ε  ƒ  είλαη γλεζίσο αύμνπζα. 

Α Φ 

8. 
Αλ ε κέγηζηε ηηκή κηαο ζπλάξηεζεο  ƒ 
είλαη ίζε κε 1, ηόηε ε εμίζσζε  ƒ(x) = 2 
είλαη αδύλαηε. 

Α Φ 
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9. 
Ζ ζπλάξηεζε  ƒ:[-1,2]         R κε   

ƒ(x) = 3x
2
 είλαη άξηηα. 

A Φ 

10. 
Αλ κηα ζπλάξηεζε είλαη άξηηα ή πεξηηηή 
θαη έρεη ξίδα ηνλ αξηζκό ξ, ηόηε ζα έρεη 
ξίδα θαη ηνλ αξηζκό -ξ. 

Α Φ 

11. 
Αλ κία ζπλάξηεζε ƒ είλαη άξηηα, ηόηε ε 
ƒ δελ είλαη γλεζίσο κνλόηνλε. 

Α Φ 

12. 
Αλ κία ζπλάξηεζε ƒ είλαη άξηηα, ηόηε ε  
-ƒ  είλαη πεξηηηή. 

Α Φ 

 
II) Λα επηιέμεηε ηε ζσζηή απάληεζε γηα ηελ 
παξαθάησ ζπλάξηεζε ƒ. 
 
Ζ ζπλάξηεζε ƒ, ηεο νπνίαο ε γξαθηθή παξάζηαζε 
πξνθύπηεη από δύν δηαδνρηθέο κεηαηνπίζεηο ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο ζπλάξηεζεο θ(x) = 3x
4 

κηαο  
 
 

νξηδόληηαο θαηά 1 κνλάδα πξνο ηα αξηζηεξά θαη κηαο 
θαηαθόξπθεο θαηά 2 κνλάδεο πξνο ηα πάλσ, έρεη ηύπν: 
 

Α) ƒ(x) = 3(x - 1)
4
 + 2  

Β) ƒ(x) = 3(x - 1)
4
 - 2, 

Γ) ƒ(x) = 3(x + 1)
4
 + 2  

Γ) ƒ(x) = 3(x + 1)
4
 - 2 
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 ΗΠΡΝΟΗΘΝ ΠΖΚΔΗΥΚΑ 
 
Ζ ηδέα ηεο ρξεζηκνπνίεζεο δηαηεηαγκέλσλ δεπγώλ γηα 
ηα ζεκεία ελόο επηπέδνπ θαη ηεο πεξηγξαθήο 
θακπύισλ κε εμηζώζεηο, αλήθεη ζηνλ Rene Descartes 
(1596 - 1650) θαη ζηνλ Pierre de Fermat (1601 - 1665). 
Ο Descartes (Καξηέζηνο) γελλήζεθε ζηε La Haye 
(ζεκεξηλή Νηεξθαη) ηεο Touraine θαη πέζαλε ζηε 
ηνθρόικε. ε ειηθία 10 ρξόλσλ εγγξάθεθε ζην 
Βαζηιηθό Κνιιέγην ηεο La Fleche, όπνπ δίδαζθαλ 
Ηεζνπίηεο. Από εθείλε ηε ζηηγκή αξρίδεη θαη ην 
ελδηαθέξνλ ηνπ γηα ηα καζεκαηηθά. ηε δσή ηνπ ππήξμε 
θηιόζνθνο, αιιά έλα κεγάιν κέξνο ηνπ ρξόλνπ ηνπ ην 
δηέζεηε γηα ηα καζεκαηηθά. 
Σα απνηειέζκαηα θαη νη κέζνδνί ηνπ, πνπ δεκνζίεπζε 
ην 1637 ζην βηβιίν ηνπ Le Geometrie, δεκηνύξγεζαλ 
έλα λέν θιάδν ησλ καζεκαηηθώλ πνπ αξγόηεξα 
νλνκάζηεθε Αλαιπηηθή Γεσκεηξία. 
Ο Καξηέζηνο δηείδε ηε δύλακε ηεο Άιγεβξαο γηα ηε ιύζε 
γεσκεηξηθώλ πξνβιεκάησλ θαη ε ζθέςε ηνπ 
αληηπξνζώπεπε κηα ξηδηθή απόθιηζε από ηελ κέρξη ηόηε 
επηθξαηνύζα άπνςε γηα ηε Γεσκεηξία. Ο όξνο 
«Καξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο», νθείιεηαη ζην όλνκά 
ηνπ. 
Ο Fermat, πνπ έδεζε ζηελ Toulouse ηεο λόηηαο Γαιιίαο, 
αλ θαη ήηαλ λνκηθόο ζην επάγγεικα, ππήξμε έλαο από 
ηνπο κεγαιύηεξνπο καζεκαηηθνύο ηνπ 17νπ αηώλα. 
Σηο ηδέεο ηνπ γηα ζπληεηαγκέλεο ζηε Γεσκεηξία, 
ηππνπνίεζε ζηηο αξρέο ηνπ 1629 θαη ηηο θπθινθόξεζε 
κε αιιεινγξαθία, αιιά δελ δεκνζηεύηεθαλ πξηλ από ην 
1679. Ο Fermat ζπλέδεζε ην όλνκά ηνπ κε ηνλ 
ηζρπξηζκό: 
«Γηα θάζε λ > 2 είλαη αδύλαην λα βξνύκε ζεηηθνύο 
αθέξαηνπο α, β, γ πνπ λα ηθαλνπνηνύλ ηελ ζρέζε          

α
λ
 = β

λ
 + γ

λ
 » πνπ είλαη γλσζηόο σο ην «ηειεπηαίν 
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ζεώξεκα ηνπ Fermat». Σνλ ηζρπξηζκό ηνπ απηόλ έγξαςε 
ν Fermat ζην πεξηζώξην ελόο βηβιίνπ ηνπ 
πξνζζέηνληαο θαη ηα εμήο: 
«Έρσ βξεη κηα πξαγκαηηθά ζαπκάζηα απόδεημε ηελ 
νπνία ην πεξηζώξην απηό είλαη πνιύ ζηελό γηα λα 
ρσξέζεη». 
Ο ηζρπξηζκόο απηόο ηνπ Fermat απνδείρηεθε αιεζήο ην 
1994 από ηνλ Άγγιν καζεκαηηθό Α. Wiles, αθνύ ππήξμε 
γηα 350 ρξόληα έλα από ηα δηαζεκόηεξα άιπηα 
πξνβιήκαηα ηεο Θεσξίαο Αξηζκώλ. 
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  ΚΔΙΔΡΖ ΒΑΠΗΘΥΛ     
   ΠΛΑΟΡΖΠΔΥΛ 

___________________________________________________________________ 

 

Δηζαγσγή 
ην θεθάιαην απηό ζα δνύκε πώο, κε ηε βνήζεηα ησλ 
πιεξνθνξηώλ πνπ απνθηήζακε κέρξη ηώξα, κπνξνύκε 
λα ραξάμνπκε κε όζν ην δπλαηόλ κεγαιύηεξε αθξίβεηα 
ηε γξαθηθή παξάζηαζε ησλ ζπλαξηήζεσλ 
 

ƒ1(x) = αx
2
,   ƒ2(x) = αx

3
,  

 

3f (x)
x


        θαη  ƒ4(x) = αx

2
 + βx + γ. 

 

Ζ πνξεία ηελ νπνία αθνινπζνύκε ιέγεηαη κειέηε 
ζπλάξηεζεο θαη πεξηιακβάλεη ηα αθόινπζα βήκαηα: 

1. Βξίζθνπκε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο. 

2. Πξνζδηνξίδνπκε ηα δηαζηήκαηα κνλνηνλίαο θαη ηα 
νιηθά αθξόηαηα ηεο ζπλάξηεζεο. 

3. Μειεηνύκε ηε "ζπκπεξηθνξά" ηεο ζπλάξηεζεο ζηα 
άθξα ησλ δηαζηεκάησλ ηνπ πεδίνπ νξηζκνύ ηεο 
("νξηαθέο ηηκέο" θηι.). 

4. πληάζζνπκε έλαλ πίλαθα ηηκώλ ηεο ζπλάξηεζεο 
θαη, κε ηε βνήζεηα απηνύ θαη ησλ πξνεγνύκελσλ 
ζπκπεξαζκάησλ, ραξάζζνπκε ηε γξαθηθή ηεο 
παξάζηαζε. 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
Όπσο είλαη γλσζηό, αλ κηα ζπλάξηεζε ƒ κε πεδίν 
νξηζκνύ έλα ζύλνιν Α είλαη άξηηα, ηόηε ε γξαθηθή ηεο 
παξάζηαζε έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα y'y, ελώ 
αλ είλαη πεξηηηή, έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ησλ 

7  
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αμόλσλ. Δπνκέλσο, γηα ηε κειέηε κηαο ηέηνηαο 
ζπλάξηεζεο αξθεί λα πεξηνξηζηνύκε ζηα x A , κε x ≥ 0 
θαη λα ραξάμνπκε ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε ζην ζύ-
λνιν απηό. ηε ζπλέρεηα ζα πάξνπκε ην ζπκκεηξηθό ηεο 
θακπύιεο πνπ ραξάμακε σο πξνο ηνλ άμνλα y'y αλ ε 
ζπλάξηεζε είλαη άξηηα θαη σο πξνο ηελ αξρή ησλ 
αμόλσλ αλ ε ζπλάξηεζε είλαη πεξηηηή θαη ζα βγάινπκε 
ηα ζρεηηθά ζπκπεξάζκαηα. Γη' απηό, ζπλήζσο, πξηλ 
πξνρσξήζνπκε ζηα βήκαηα 2 έσο 4, ειέγρνπκε από 

ηελ αξρή αλ ε ζπλάξηεζε είλαη άξηηα ή πεξηηηή. 
7.1 ΚΔΙΔΡΖ ΠΛΑΟΡΖΠΖΠ   

   ƒ(x) = αx
2
 

 

Ζ ζπλάξηεζε g(x) = x
2
 

 

Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε        g(x) = x
2
. 

Παξαηεξνύκε όηη ε ζπλάξηεζε απηή, έρεη πεδίν 
νξηζκνύ όιν ην   θαη είλαη άξηηα, δηόηη γηα θάζε x  
ηζρύεη : 
 

g(-x ) = (-x )
2
 = x

2
 = g(x) 

 

Δπνκέλσο, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g έρεη άμνλα 
ζπκκεηξίαο ηνλ άμνλα y'y. Άξα, ζύκθσλα κε όζα 
αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο, αξρηθά ζα κειεηήζνπκε θαη 

ζα παξαζηήζνπκε γξαθηθά ηελ g ζην δηάζηεκα [0, +∞)  
Έρνπκε ινηπόλ: 

• Κνλνηνλία: Έζησ ηπραία    1 2x ,x 0,   κε x1 < x2. 

Σόηε ζα είλαη 2 2
1 2x x , νπόηε ζα έρνπκε  g(x1 ) < g(x2). 

Άξα ε ζπλάξηεζε   g(x) = x
2 

είλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην 

[0, +∞). 

• Αθξόηαηα: Γηα θάζε  x 0,   ηζρύεη: 

g(x) = x
2
 ≥ 0 = g(0). Άξα ε ζπλάξηεζε g παξνπζηάδεη 

ζην   x0 = 0 ειάρηζην, ην g(0) = 0

72 / 187-188 



• Ππκπεξηθνξά ηεο g γηα "κεγάιεο" ηηκέο ηνπ x: Αο 

ζεσξήζνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα ηηκώλ ηεο g γηα 
"πνιύ κεγάιεο" ηηκέο ηνπ x: 
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Παξαηεξνύκε όηη, θαζώο ην x απμάλεηαη απεξηόξηζηα, ή όπσο ιέκε "ηείλεη ζην +∞", 

ην x
2
 απμάλεηαη θαη απηό απεξηόξηζηα θαη κάιηζηα γξεγνξόηεξα θαη άξα "ηείλεη ζην 

+∞ ". Απηό ζεκαίλεη όηη ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g πξνεθηείλεηαη απεξηόξηζηα 

πξνο ηα πάλσ, θαζώο ην x απνκαθξύλεηαη πξνο ην +∞. 
 

 
 
 
 

x 10
10

 10
20

 10
50

 10
100

 10
1000

 …        +∞ 

g(x) = x
2
 10

20
 10

40
 10

100
 10

200
 10

2000
 …        +∞ 
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Λακβάλνληαο ππόςε ηα παξαπάλσ θαη παίξλνληαο έλα 

πίλαθα ηηκώλ ηεο g γηα κε αξλεηηθέο ηηκέο ηνπ x, 
κπνξνύκε λα ραξάμνπκε ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε 

ζην δηάζηεκα [0, +∞). 

 
 
 
 
 
 
Αλ ηώξα πάξνπκε ην ζπκκεηξηθό ηεο παξαπάλσ 
θακπύιεο σο πξνο ηνλ άμνλα y'y, ηόηε ζα έρνπκε ηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g(x) = x
2
 ζε όιν ην R, από ηελ 

νπνία ζπκπεξαίλνπκε όηη: 

Ζ ζπλάξηεζε g(x) = x
2
: 

• Δίλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην   (-∞,0] θαη γλεζίσο 

αύμνπζα ζην   [0, +∞) 

• Παξνπζηάδεη ειάρηζην γηα x = 0, ην g(0) = 0. 
• Έρεη γξαθηθή παξάζηαζε πνπ πξνεθηείλεηαη 
απεξηόξηζηα πξνο ηα πάλσ, θαζώο ην x ηείλεη είηε ζην  

-∞, είηε ζην +∞. 
  

Ν 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

y = x
2
, x ≥ 0 

  
 

1 
  
 

Ν 
  
 

x 
  
 

y 
  
 y = x

2
 

  
 

1 
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Ζ ζπλάξηεζε h(x) = -x2 
 

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα ηε ζπλάξηεζε h(x) = -x
2
. 

Παξαηεξνύκε όηη γηα θάζε x  ηζρύεη 

h(x) = - g(x) 
Άξα, όπσο κάζακε ζηελ §4.2, ε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο h(x) = -x
2
 είλαη ζπκκεηξηθή ηεο γξαθηθήο 

παξάζηαζεο ηεο g(x) = x
2
 σο πξνο ηνλ άμνλα x'x. 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Δπνκέλσο ε ζπλάξηεζε h(x) = -x
2
: 

• Δίλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην (-∞,0] θαη γλεζίσο 

θζίλνπζα ζην [0, +∞) . 
• Παξνπζηάδεη κέγηζην γηα x = 0, ην h(0) = 0 
• Έρεη γξαθηθή παξάζηαζε πνπ πξνεθηείλεηαη 
απεξηόξηζηα πξνο ηα θάησ, θαζώο ην x ηείλεη είηε ζην  

-∞ είηε ζην +∞. 
 

 
  

Ν 
  
 

x 
  
 

y 
  
 g = x

2
 

  
 

1 
  
 

h = -x
2
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Ζ ζπλάξηεζε ƒ(x) = αx
2
 

 

Γηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: 
• Αλ α > 0, ηόηε εξγαδόκαζηε όπσο εξγαζηήθακε γηα ηε 

ζπλάξηεζε      g(x) = x
2
 θαη θαηαιήγνπκε ζηα ίδηα 

ζπκπεξάζκαηα. Σα ζπκπεξάζκαηα απηά ζπλνςίδνληαη 
ζηνλ παξαθάησ πίλαθα: 
 

x -∞ 0 +∞ 

ƒ(x) = αx
2
 

α > 0 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

ην ζρήκα πνπ αθνινπζεί δίλνληαη νη γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ηεο ζπλάξηεζεο ƒ(x) = αx
2
 γηα α = 0,5,   

α = 1 θαη α = 2. 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

-∞ 
  
 

+∞ 
  
 

0 
min 

  
 

Ν 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

1 
  
 

y = 2x
2
 

  
 

y = x
2
 

  
 

y = 0,5x
2
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• Αλ α < 0, ηόηε εξγαδόκαζηε όπσο εξγαζηήθακε γηα 

ηε ζπλάξηεζε  h(x) = -x
2
 θαη θαηαιήγνπκε ζηα ίδηα 

ζπκπεξάζκαηα. Σα ζπκπεξάζκαηα απηά ζπλνςίδνληαη 
ζηνλ παξαθάησ πίλαθα: 

x -∞ 0 +∞ 

ƒ(x) = αx
2
 

α > 0 

 
 
 
 
 

 
 
 

ην ζρήκα πνπ αθνινπζεί δίλνληαη νη γξαθηθέο 

παξαζηάζεηο ηεο ζπλάξηεζεο ƒ(x) = αx
2
 γηα α = -0,5,  

α = -1, α = -2. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο ƒ(x) = αx
2
, κε  

α ≠ 0, είλαη κηα θακπύιε πνπ ιέγεηαη παξαβνιή κε 

θνξπθή ηελ αξρή ησλ αμόλσλ θαη άμνλα ζπκκεηξίαο 
ηνλ άμνλα y'y. 
ηα παξαπάλσ ζρήκαηα παξαηεξνύκε όηη: 
 
  

-∞ 
  
 

+∞ 

max 
0 

  
 

x 
  
 

y 
  
 1 

  
 

y = -2x
2
 

  
 

y = -x
2
 

  
 

y = -0,5x
2
 

  
 

Ν 
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✓ Όηαλ ην α είλαη ζεηηθό, ηόηε ε παξαβνιή είλαη 

"αλνηθηή" πξνο ηα πάλσ, ελώ όηαλ ην α είλαη αξλεηηθό, 
ηόηε ε παξαβνιή είλαη "αλνηθηή" πξνο ηα θάησ. 

✓ Καζώο ε |α| κεγαιώλεη, ε παξαβνιή γίλεηαη όιν θαη 

πην "θιεηζηή", δειαδή "πιεζηάδεη" ηνλ άμνλα y'y. 
 
 
 
 

ΔΦΑΟΚΝΓΖ 
 

Λα κειεηεζεί θαη λα παξαζηαζεί γξαθηθά ε 

ζπλάξηεζε h(x) = αx
3
: 

 

ΙΠΖ 

Ζ ζπλάξηεζε h(x) = αx
3
, κε α ≠ 0, είλαη πεξηηηή, δηόηη: 

h(-x) = (-x)
3
 = - x

3
 = - h(x) 

Δπνκέλσο, αξθεί λα ηε κειεηήζνπκε θαη λα ηελ 

παξαζηήζνπκε γξαθηθά ζην δηάζηεκα [0, +∞) θαη ζηε 
ζπλέρεηα λα βγάινπκε ηα ζρεηηθά ζπκπεξάζκαηα γηα 
όιν ην R. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

O 
  
 

1 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

α = -0,5 
  
 

α = -1 
  
 

α = 0,5 
  
 

α = 1 
  
 α = -2 

  
 

α = 2 
  
 y = αx

3
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Αλ εξγαζηνύκε κε ηξόπν αλάινγν κε εθείλν κε ηνλ 
νπνίν εξγαζηήθακε γηα ηε κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο  

ƒ(x) = αx
2
, ζπκπεξαίλνπκε όηη:  

Ζ ζπλάξηεζε h(x) = αx
3
, κε α  ≠ 0 : 

• Αλ α > 0,  

✓  Δίλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην R. 

✓  Έρεη γξαθηθή παξάζηαζε πνπ δηέξρεηαη από ηελ 

αξρή ησλ αμόλσλ θαη εθηείλεηαη απεξηόξηζηα πξνο ηα 
πάλσ, όηαλ ην x ηείλεη ζην θαη απεξηόξηζηα πξνο ηα 

θάησ όηαλ ην x ηείλεη ζην -∞. 
• Αλ α < 0, 

✓ Δίλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην R 

 

✓ Έρεη γξαθηθή παξάζηαζε πνπ δηέξρεηαη από ηελ 

αξρή ησλ αμόλσλ θαη εθηείλεηαη απεξηόξηζηα πξνο ηα 

θάησ, όηαλ ην x ηείλεη ζην +∞ θαη απεξηόξηζηα πξνο ηα 

πάλσ όηαλ ην x ηείλεη ζην -∞. 
 

ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο παξαβνιήο ηνπ 
παξαθάησ ζρήκαηνο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ν 
  
 

x 
  
 

Α(1,2) 

y 
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2. ην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ λα παξαζηήζεηε 
γξαθηθά ηηο ζπλαξηήζεηο: 

i)  ƒ(x) = 0,5x
2
, ƒ(x) = 0,5x

2
 + 2 θαη g(x) = 0,5x

2
 - 3 

ii) ς(x) = -0,5x
2
  h(x) = -0,5x

2
 -2 θαη  

q(x) = -0,5x
2
 + 3. 

 

3. Οκνίσο ηηο ζπλαξηήζεηο: 

i) ƒ(x) = 0,5x
2
, ƒ(x) = 0,5(x - 2)

2
 θαη 

g(x) = 0,5 (x + 2)
2
 

ii) ς(x) = -0,5x
2
, h(x) = -0,5(x - 2)

2
 θαη 

q(x) = -0,5(x + 2 )
2
 

 

 
4. i) ην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ λα ραξάμεηε ηηο 
γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

ƒ(x) = x
2
 θαη g(x) = 1 

θαη κε ηε βνήζεηα απηώλ λα ιύζεηε ηηο αληζώζεηο:  

x
2
 ≤ 1 θαη x

2
 > 1. 

ii) Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηα πξνεγνύκελα 
ζπκπεξάζκαηα. 
 

Β' ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να ραξάμεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ζπλάξηεζεο: 

ƒ(x) = x|x|. 

2. Να ραξάμεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο 
ζπλάξηεζεο: 
 

    
2

x, x 0
f(x)

x , x 0

 
 


 

θαη κε ηε βνήζεηα απηήο λα βγάιεηε ηα ζπκπεξάζκαηα 
ηα ζρεηηθά κε ηε κνλνηνλία θαη ηα αθξόηαηα ηεο 
ζπλάξηεζεο ƒ. 
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3. ην παξαθάησ ζρήκα δίλνληαη νη γξαθηθέο 
παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ: 

ƒ(x) = x, g(x) = x
2
, 

h(x) = x
3
 θαη (x) x    ζην δηάζηεκα [0, +∞), ηηο νπνίεο 

ραξάμακε κε ηε βνήζεηα Ζ/Y. 

i) Να δηαηάμεηε από ηε κηθξόηεξε ζηε κεγαιύηεξε ηηο 

ηηκέο 2 3x, x , x θαη  x  ησλ ζπλαξηήζεσλ ƒ, g, h 

θαη θ: 
 α) γηα 0 < x < 1 θαη β) γηα x > 1. 

ii) Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηα ζπκπεξάζκαηα ζηα 
νπνία θαηαιήμαηε πξνεγνπκέλσο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. ην παξαθάησ ζρήκα ην ηξίγσλν  
 

OAB


 είλαη  
ηζόπιεπξν.  
Να βξεζεί ε  
ηεηκεκέλε ηνπ  
ζεκείνπ Α. 
 
 
  

Ν 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

1 
  
 

1 
  
 

y = x
3
 

  
 

y = x
2
 

  
 

y = x 
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Α 
  
 

y 
  
 

O 
  
 

y = x
2
 

  
 

x 
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7.2 ΚΔΙΔΡΖ ΡΖΠ ΠΛΑΟΡΖΠΖΠ:   

     f x
x


     

 

Ζ ζπλάξηεζε  
1

g x
x

  

 
 
Αο ζεσξήζνπκε ηε ζπλάξηεζε 
 

 
1

g x
x

 . Παξαηεξνύκε όηη, ε  

 

ζπλάξηεζε απηή έρεη πεδίν νξηζκνύ όιν ην 

( ,0) (0, )      θαη είλαη πεξηηηή, δηόηη γηα θάζε 

x  ηζρύεη : 
 

   
1

g x g x
x

   


 

 

Δπνκέλσο, ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε έρεη θέληξν 
ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ. Γη’ απηό αξρηθά ζα ηε 
κειεηήζνπκε θαη ζα ηελ παξαζηήζνπκε γξαθηθά ζην 

δηάζηεκα (0, +∞). 
Έρνπκε ινηπόλ: 

• Κνλνηνλία: Έζησ ηπραία  1 2x ,x (0, )   κε x1 < x2. 

Σόηε ζα  
 

ηζρύεη 
1 2

1 1

x x
 , νπόηε ζα έρνπκε     

g(x1) > g(x2). Άξα ε ζπλάξηεζε   

 
1

g x
x

 είλαη γλεζίσο θζίλνπζα  
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ζην (0, +∞). 
 

• Ξξόζεκν ησλ ηηκώλ ηεο g: Γηα  
 

θάζε x (0,+ )   ηζρύεη 
1

g(x) 0
x

   

Δπνκέλσο, ζην δηάζηεκα (0, +∞) ε γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο g ζα βξίζθεηαη πάλσ από ηνλ άμνλα ησλ x. 
 

• Ππκπεξηθνξά ηεο g γηα "κηθξέο" ηηκέο ηνπ x: Αο 
ζεσξήζνπκε ηνλ παξαθάησ πίλαθα ηηκώλ ηεο g γηα 
"πνιύ κηθξέο" ηηκέο ηνπ x: 
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x 10
-10

 10
-20

 10
-50

 10
-100

 10
-1000

 …         0 

 
1

g x
x

  

 

10
10

 10
20

 10
50

 10
100

 10
1000

 … 
 

  +∞ 

 

Παξαηεξνύκε όηη, θαζώο ην x κεηώλεηαη απεξηόξηζηα θαη παίξλεη ηηκέο νζνδήπνηε 
θνληά ζην 0 ή, όπσο  
 

ιέκε, "ηείλεη ζην 0", ην 
1

x
 απμάλεηαη απεξηόξηζηα θαη  

ηείλεη ζην +∞. Απηό ζεκαίλεη όηη, θαζώο ην x "πιεζηάδεη" ην 0 από ηα δεμηά, ε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο g ηείλεη λα ζπκπέζεη κε ηνλ εκηάμνλα Oy. Γη’ απηό ν άμνλαο 

y'y ιέγεηαη θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο g πξνο ηα 
πάλσ. 
 

• Ππκπεξηθνξά ηεο g γηα "κεγάιεο" ηηκέο ηνπ x: Αο ζεσξήζνπκε ηνλ παξαθάησ 
πίλαθα ηηκώλ ηεο g γηα "πνιύ κεγάιεο" ηηκέο ηνπ x: 

x 10
10

 10
20

 10
50

 10
100

 10
1000

 …        +∞ 

 
1

g x
x

  

 

10
-10

 10
-20

 10
-50

 10
-100

 10
-1000

 … 
 
        0 
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Παξαηεξνύκε όηη, θαζώο ην x απμάλεηαη απεξηόξηζηα  
 

θαη ηείλεη ζην +∞, ην 
1

x
 κεηώλεηαη απεξηόξηζηα θαη  

 

ηείλεη ζην 0. Απηό ζεκαίλεη όηη, θαζώο ην x 

"απνκαθξύλεηαη" πξνο ην +∞, ε γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο g ηείλεη λα ζπκπέζεη κε ηνλ εκηάμνλα Ox   
 

Γη’ απηό ν άμνλαο x'x ιέγεηαη νξηδόληηα αζύκπησηε ηεο 

γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο g πξνο ηα δεμηά. 
 

Λακβάλνληαο ππόςε ηα παξαπάλσ θαη παίξλνληαο έλα 
πίλαθα ηηκώλ ηεο g γηα ζεηηθέο ηηκέο ηνπ x, κπνξνύκε λα 
ραξάμνπκε ηε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε ζην δηάζηεκα (0, 

+∞). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Αλ ηώξα πάξνπκε ην ζπκκεηξηθό ηεο παξαπάλσ 
θακπύιεο σο πξνο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ, ηόηε ζα 
έρνπκε ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  

 
1

g x
x

  ζε όιν ην R, από ηελ 

 

O 
  
 

1 
  
 

x 
  
 

y 
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νπνία ζπκπεξαίλνπκε όηη: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

Ζ ζπλάξηεζε  
1

g x
x

 :  

 
• Δίλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα 

(-∞,0) θαη  (0, +∞). 
• Έρεη γξαθηθή παξάζηαζε ε νπνία: 

✓ απνηειείηαη από δύν θιάδνπο, έλαλ ζην 1
ν
 θαη έλαλ 

ζην 3
ν
 ηεηαξηεκόξην, 

✓ έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ, 

✓ έρεη άμνλεο ζπκκεηξίαο ηηο επζείεο y = x θαη y = -x, 

πνπ δηρνηνκνύλ ηηο γσλίεο ησλ αμόλσλ θαη ηέινο  

Α 
  
 

Β 
  
 

Γ 
  
 

Γ 
  
 

Ν 
  
 

1 
  
 

x 
  
 

y 
  
 y = -x 

  
 

y = x 
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✓ έρεη νξηδόληηα αζύκπησηε ηνλ άμνλα x'x θαη 

θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηνλ άμνλα y'y. 
 

Ζ ζπλάξηεζε  
1

h x
x

   

 

Αο ζεσξήζνπκε ηώξα ηε  ζπλάξηεζε  
1

h x
x

   

Παξαηεξνύκε όηη  

 

γηα θάζε x  ηζρύεη 

h(x) = - g(x). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Δπνκέλσο, ε γξαθηθή παξάζηαζε  
 

ηεο   
1

h x
x

   είλαη ζπκκεηξηθή  

 

ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο ηεο  
 

 
1

g x
x

  σο πξνο ηνλ άμνλα x'x,  

O 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

1 
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νπόηε, ε ζπλάξηεζε  
1

h x
x

  : 

 
• Δίλαη γλεζίσο αύμνπζα ζε θαζέλα από ηα δηαζηήκαηα 

(-∞,0) θαη (0, +∞). 
 

✓ απνηειείηαη από δύν θιάδνπο, έλαλ ζην 2ν θαη έλαλ 

ζην 4ν ηεηαξηεκόξην, 

✓ έρεη θέληξν ζπκκεηξίαο ηελ αξρή ησλ αμόλσλ, 

✓ έρεη άμνλεο ζπκκεηξίαο ηηο επζείεο y = x θαη y = -x, 

πνπ δηρνηνκνύλ ηηο γσλίεο ησλ αμόλσλ θαη ηέινο 

✓ έρεη νξηδόληηα αζύκπησηε ηνλ άμνλα x'x θαη 

θαηαθόξπθε αζύκπησηε ηνλ άμνλα y' y. 
 

Ζ ζπλάξηεζε  f x
x


  

 

Γηαθξίλνπκε δύν πεξηπηώζεηο: 

• Αλ α > 0, ηόηε εξγαδόκαζηε όπσο εξγαζηήθακε γηα ηε 

ζπλάξηεζε  
1

g x
x

  θαη θαηαιήγνπκε ζηα ίδηα 

ζπκπεξάζκαηα. 
 
 

 
 
 
 
 

ρήκα α' 
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O 
  
 

1 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

α = 0,5 
  
 
α = 1 
  
 
α = 2 
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ρήκα β' 
 
 

ην ζρήκα α' δίλνληαη νη γξαθηθέο  
 

παξαζηάζεηο ηεο   f x
x


  γηα 

 

α = 0,5, α = 1 θαη α = 2. 

• Αλ α < 0, ηόηε εξγαδόκαζηε όπσο εξγαζηήθακε γηα ηε 

ζπλάξηεζε  
1

h x
x

   

 

θαη θαηαιήγνπκε ζηα ίδηα  
 

ζπκπεξάζκαηα. 
ην ζρήκα β' δίλνληαη νη γξαθηθέο  
 

παξαζηάζεηο ηεο  f x
x


  γηα 

 

α = -0,5, α = -1 θαη α = -2. 
 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  
 

α = -0,5 
  
 

O 
  
 

1 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

α = -1 
  
 
α = -2 
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x
 , α < 0
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Α 
Α 

ζπλάξηεζεο  f x
x


 , κε α ≠ 0,  

 

ιέγεηαη ηζνζθειήο ππεξβνιή κε θέληξν ηελ αξρή ησλ 

αμόλσλ θαη αζύκπησηεο ηνπο άμνλεο x'x θαη   y'y. 
 

ΔΦΑΟΚΝΓΖ 
 

Πην παξαθάησ  ζρήκα ην ζεκείν Κ θηλείηαη ζην 1
ν
 

ηεηαξηεκόξην ηνπ ζπζηήκαηνο ζπληεηαγκέλσλ, έηζη 
ώζηε ην εκβαδόλ ηνπ νξζνγώληνπ ΝΑΚΒ λα 
παξακέλεη ζηαζεξό θαη ίζν κε 2η.κ. Λα απνδεηρηεί όηη 
ην ζεκείν Κ δηαγξάθεη ηνλ έλαλ θιάδν κηαο 
ηζνζθεινύο ππεξβνιήο. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΙΠΖ 
 

 Αλ κε x ζπκβνιίζνπκε ην κήθνο θαη κε y ην πιάηνο ηνπ 
νξζνγσλίνπ, επεηδή ην εκβαδόλ ηνπ είλαη ίζν κε 2ηκ, ζα 
ηζρύεη xy = 2 θαη x, y > 0, νπόηε ζα έρνπκε: 

2
y , κε x 0

x
   

 
Άξα ην ζεκείν Μ ζα δηαγξάθεη ηνλ  
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Ν 
  
 

x 
  
 

y 
  
 
B 
  
 

M 
  
 x 

  
 

y 
  
 Ν 

  
 

x 
  
 

y 
  
 
B 
  
 x 

  
 

y 
  
 

M(x,y) 
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y = 
 2 

x
 



θιάδν ηεο ππεξβνιήο 
2

y
x

  πνπ  

 

βξίζθεηαη ζην 1ν ηεηαξηεκόξην. 

ΑΠΘΖΠΔΗΠ 
 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να βξείηε ηελ εμίζσζε ηεο ππεξβνιήο ηνπ παξαθάησ 

ζρήκαηνο. 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ λα παξαζηήζεηε 
γξαθηθά ηηο ζπλαξηήζεηο: 

i)  
1

x
x

  ,  
1

f x 2
x

   θαη  
1

g x 3
x

   

 

ii)  
1

x
x

   ,  
1

h x 2
x

    θαη  
1

q x 3
x

    

 

3. Οκνίσο ηηο ζπλαξηήζεηο: 

i)  
1

x
x

  ,  
1

f x
x 2




 θαη  
1

g x
x 3




  

 

ηη)  
1

x
x

   ,  
1

h x
x 2

 


 θαη  
1

q x
x 3

 


 

 

  

Ν 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

y = ƒ(x) 
  
 A(2,1) 
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και q(x) = - 
 1 

x
 + 3 .
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4. i) ην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ λα ραξάμεηε ηηο 

 γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ 
1

f(x)
x


   

θαη  

g(x) = 1 
θαη κε ηε βνήζεηα απηώλ λα ιύζεηε γξαθηθά ηηο 

αληζώζεηο 
1

1
x
  θαη 

1
1

x
  

ii) Να επηβεβαηώζεηε θαη αιγεβξηθά ηα παξαπάλσ 
ζπκπεξάζκαηα. 
 

5. Οκνίσο γηα ηηο ζπλαξηήζεηο 
 

 
1

f(x)
x

  θαη g(x) = x
2
 θαη ηηο  

αληζώζεηο: 
21

x
x
  θαη  

21
x

x
  

 
 

6. Οη θάζεηεο πιεπξέο ΑΒ θαη ΑΓ  
 

ελόο νξζνγώληνπ ηξηγώλνπ 


  

κεηαβάιινληαη έηζη, ώζηε ην εκβαδόλ ηνπ λα παξακέλεη 
ζηαζεξό θαη ίζν κε 2 ηεηξαγσληθέο κνλάδεο. Να 
εθθξάζεηε ην κήθνο y ηεο ΑΓ ζπλαξηήζεη ηνπ κήθνπο x 
ηεο ΑΒ θαη ζηε ζπλέρεηα λα παξαζηήζεηε γξαθηθά ηε 
ζπλάξηεζε απηή. 
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7.3 ΚΔΙΔΡΖ ΡΖΠ ΠΛΑΟΡΖΠΖΠ   

   ƒ(x) = αx
2
 + βx + γ 

 
Θα κειεηήζνπκε αξρηθά ηε ζπλάξηεζε  

g(x ) = 2x
2
 +12x + 20 πνπ είλαη εηδηθή πεξίπησζε ηεο    

ƒ(x) = αx
2
 + βx + γ κε α ≠ 0. 

Γηα ηε κειέηε ηεο ζπλάξηεζεο g κεηαζρεκαηίδνπκε ηνλ 
ηύπν ηεο σο εμήο:  
 
 

g(x)  = 2x
2
 +12 x + 20   

 = 2(x
2
 + 6x + 10 )  

 = 2[x
2
 + 2  x  3 + 3

2
 - 3

2
 + 10] 

 = 2(x + 3)
2
 + 1 

 = 2(x + 3)
2
 + 2 

Έηζη έρνπκε 

g(x) = 2(x + 3)
2
 + 2 

 

Δπνκέλσο, γηα λα παξαζηήζνπκε γξαθηθά ηελ g, 

ραξάζζνπκε πξώηα ηελ y = 2(x + 3)
2
 πνπ πξνθύπηεη 

από κηα νξηδόληηα κεηαηόπηζε ηεο  y = 2x
2
 θαηά 3 

κνλάδεο πξνο ηα αξηζηεξά, θαη ζηε ζπλέρεηα 

ραξάζζνπκε ηελ y = 2 (x + 3)
2
 + 2 πνπ πξνθύπηεη από 

κηα θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε ηεο γξαθηθήο παξάζηαζεο 

ηεο y = 2(x + 3)
2
 θαηά 2 κνλάδεο πξνο ηα πάλσ. 

 

Άξα, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο  g(x ) = 2(x + 3)
2
 + 2 

πξνθύπηεη από δύν δηαδνρηθέο κεηαηνπίζεηο ηεο 

παξαβνιήο y = 2x
2
, κηαο νξηδόληηαο θαηά 3 κνλάδεο 

πξνο ηα αξηζηεξά θαη κηαο θαηαθόξπθεο θαηά 2 
κνλάδεο πξνο ηα πάλσ. Δίλαη δειαδή κηα παξαβνιή 
αλνηθηή πξνο ηα άλσ κε θνξπθή ην ζεκείν Κ(-3,2) θαη 
άμνλα ζπκκεηξίαο ηελ επζεία x = -3. 
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Θα κειεηήζνπκε ηώξα ηε ζπλάξηεζε ƒ(x) = αx
2
 + βx + γ, 

κε α ≠ 0.  
Όπσο είδακε ζηελ §3.2 (κνξθέο ηξησλύκνπ), ε ƒ(x) 
παίξλεη ηε κνξθή: 
 

 
2

f x x
2 4

  
    

  
 

 
 

Δπνκέλσο ε γξαθηθή ηεο παξάζηαζε πξνθύπηεη από 

δύν δηαδνρηθέο κεηαηνπίζεηο ηεο παξαβνιήο y = αx
2
, 

κηαο νξηδόληηαο θαη κηαο θαηαθόξπθεο, έηζη ώζηε ε 
θνξπθή ηεο λα  
ζπκπέζεη κε ην ζεκείν  
 
 

, .
2 4

  
   

  
  πλεπώο είλαη 

 

y 
  
 

x 
  
 

1 
  
 

O 
  
 

3 
  
 

2 
  
 

y = 2(x + 3)
2
 + 2 

  
 

y = 2(x + 3)
2
  

  
 

y = 2x
2
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θαη απηή κηα παξαβνιή, πνπ έρεη  

θνξπθή ην ζεκείν ,
2 4

  
   

  
 

άμνλα ζπκκεηξίαο ηελ επζεία  

x
2


 


 

 
 
  

O 
  
 

x 
  
 

y 
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-β

2α
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K








 
-β

2α
 , 

-Δ

4α

y = αx
2
 + βx + γ 

  
 

y = αx
2
  

O 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x = 
-β

2α
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K








 
-β

2α
 , 

-Δ

4α

y = αx
2
 + βx + γ 

  
 

y = αx
2
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Άξα, ε ζπλάξηεζε ƒ(x) = αx
2

 + βx + γ:  
• Αλ α > 0, 

✓ Δίλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα  ,
2

 
   

 

 
 

θαη γλεζίσο αύμνπζα ζην δηάζηεκα ,
2

 
   

 

 

✓ Παξνπζηάδεη ειάρηζην γηα x
2


 


 

ην  f
2 4

  
   

  
 

 
                

x -∞ 
2




 +∞ 

ƒ(x) = αx
2

 + βx + γ  
 

α > 0 

 
 
 
 
 

 
 
 

Σα ζπκπεξάζκαηα απηά ζπλνςίδνληαη ζηνλ παξαπάλσ 
πίλαθα. 
 
• Αλ α < 0, ε ζπλάξηεζε  
ƒ(x) = αx

2
 + βx + γ: 

✓ Δίλαη γλεζίσο αύμνπζα ζην  

δηάζηεκα ,
2

 
   

 

 

+∞ 
  
 

+∞ 
  
 

min 
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-Δ
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θαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην δηάζηεκα ,
2

 
   

 

 

✓ Παξνπζηάδεη κέγηζην γηα x
2


 


 

 

ην f
2 4

  
   

  
 

 
Σα ζπκπεξάζκαηα απηά ζπλνςίδνληαη ζηνλ πίλαθα. 
 
 

x -∞ 
 

+∞ 

ƒ(x) = αx
2
 + βx + γ  

 
α > 0 

 
 
 
 
 

 

Σέινο ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ƒ είλαη κηα παξαβνιή 
πνπ ηέκλεη ηνλ άμνλα y'y ζην ζεκείν Γ(0, y), δηόηη  
ƒ(0) = y, ελώ γηα ηα ζεκεία ηνκήο ηεο κε ηνλ άμνλα x'x 
παξαηεξνύκε όηη: 

•Αλ Γ > 0, ην ηξηώλπκν αx
2
 + βx + y έρεη δύν ξίδεο x1 θαη 

x2 θαη επνκέλσο ε παξαβνιή y = αx
2
 + βx + y ηέκλεη ηνλ 

άμνλα x'x ζε δύν ζεκεία, ηα Α(x1,0) θαη Β(x2,0) (ρ. α')· 
• Αλ Γ = 0, ην ηξηώλπκν έρεη δηπιή  
 

ξίδα ηελ 
2





. ηελ πεξίπησζε  
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-β

2α

 

-∞ 
  
 

 

-∞ 
  
 

max 
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-Δ

4α
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απηή ιέκε όηη  ε παξαβνιή εθάπηεηαη ηνπ άμνλα x'x ζην 

ζεκείν  ,0
2

 
  

 
 (ρ· β')· 

 
 

• Αλ Γ < 0, ην ηξηώλπκν δελ έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο. 
Δπνκέλσο ε παξαβνιή δελ έρεη θνηλά ζεκεία κε ηνλ 
άμνλα x'x (ρ. γ'). 
 

Ζ γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ƒ εμαξηάηαη από ην 
πξόζεκν ησλ α θαη Γ θαη θαίλεηαη θαηά πεξίπησζε ζηα 
παξαθάησ ζρήκαηα: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Πρήκα α' 
  
 

O 
  
 

x1 
  
 

x2 
  
 

α > 0 
  
 
Γ > 0 
  
 

y 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

O 
  
 

-β/2α 
  
 

α > 0 
  
 
Γ = 0 
  
 

x 
  
 

Πρήκα β' 
  
 

x 
  
 

O 
  
 

y 
  
 
α > 0 
  
 
Γ < 0 
  
 

y 
  
 

O 
  
 

x1 
  
 

x2 
  
 α < 0 

  
 
Γ > 0 
  
 

x 
  
 

Πρήκα γ' 
  
 

Πρήκα α' 
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Σα ζπκπεξάζκαηα ηεο §3.2 γηα ην πξόζεκν ηνπ 
ηξησλύκνπ πξνθύπηνπλ άκεζα θαη κε ηε βνήζεηα ησλ 
παξαπάλσ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ. 
 
 

ΔΦΑΟΚΝΓΖ 
 

Λα κειεηεζεί θαη λα παξαζηαζεί γξαθηθά ε 
ζπλάξηεζε 

ƒ(x) = x
2
 -  4x + 3 

ΙΠΖ 
 

Γηα ηε ζπλάξηεζε ƒ(x) = x
2
 - 4x + 3  

 

 1 0, 2 θαη f f 2 1
2 4 2

  
       

  

 
 
 

 

 
 
 
 
 
 

y 
  
 

O 
  
 

-β/2α 
  
 

α < 0 
  
 
Γ = 0 
  
 

x 
  
 

Πρήκα β' 
  
 

x 
  
 

O 
  
 α < 0 

  
 

Γ < 0 
  
 Πρήκα γ' 

  
 

y 
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Δπνκέλσο έρνπκε ηνλ πίλαθα κεηαβνιώλ: 
           
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Γειαδή ε ζπλάξηεζε ƒ, 

✓ Δίλαη γλεζίσο θζίλνπζα ζην  (-∞,2] θαη γλεζίσο 

αύμνπζα ζην  [2, +∞),  

✓ Παξνπζηάδεη γηα x = 2 ειάρηζην, ην  ƒ(2) = -1. 

Δπηπιένλ, ε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ƒ είλαη κηα 
παξαβνιή ε νπνία:  

✓ Έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηελ επζεία x = 2 θαη 

✓ Σέκλεη ηνλ άμνλα x'x ζηα ζεκεία κε ηεηκεκέλεο 1 θαη 3 

αληηζηνίρσο, 

πνπ είλαη νη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ    x
2
 - 4x + 3, θαη ηνλ 

άμνλα y'y ζην ζεκείν κε ηεηαγκέλε 3. 
 

x -∞ 2 +∞ 

 

ƒ(x) = x
2

 - 4x + 3 
 

 

 
 
 
 

+∞ 
  
 

+∞ 

  
 

-1 

min 

  
 

x 
  
 

y 
  
 

3 
  
 

O 
  
 

1 
  
 

3 
  
 

K = (2,-1) 
  
 

y = x
2
 - 4x + 3 

  
 

x = 2 
  
 

y = x
2
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 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 

1.  i) Να γξάςεηε ηε ζπλάξηεζε       ƒ(x) = 2x
2
 - 4x + 5 

ζηε κνξθή 

ƒ(x) = α(x - p)
2
 + q θαη ζηε ζπλέρεηα λα βξείηε κε πνηα 

νξηδόληηα θαη πνηα θαηαθόξπθε κεηαηόπηζε ε γξαθηθή 

παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο g(x) = 2x
2
 ζα ζπκπέζεη κε 

ηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ƒ.  

ii) Να θάλεηε ην ίδην θαη γηα ηε ζπλάξηεζε  

ƒ(x) = -2x
2
 + 8x - 9, ζεσξώληαο σο g ηελ g(x) = -2x

2
. 

 

2. Να βξείηε ηε κέγηζηε ή ειάρηζηε ηηκή ησλ 
ζπλαξηήζεσλ: 

α) ƒ(x) = 2x
2
 - 6x + 3 θαη  

β) g(x) = -3x
2
 - 5x + 2. 

 

3. Να κειεηήζεηε θαη λα παξαζηήζεηε γξαθηθά ηηο 
ζπλαξηήζεηο  

α) ƒ(x) = 2x
2
 + 4x +1 θαη  

β) g(x) = -2x
2
 + 8x - 9. 

 

4. ηα παξαθάησ ζρήκαηα δίλνληαη νη γξαθηθέο 
παξαζηάζεηο επηά ηξησλύκσλ, δειαδή ζπλαξηήζεσλ 

ηεο κνξθήο y = αx
2
 + βx + y. Να ζπκπιεξώζεηε ηηο 

ζηήιεο ηνπ πίλαθα πνπ αθνινπζεί κε ην πξόζεκν ησλ 
ζπληειεζηώλ θαη ηεο δηαθξίλνπζαο ησλ αληίζηνηρσλ 
ηξησλύκσλ. 
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Σξηώλπκν ƒ1 ƒ2 ƒ3 ƒ4 ƒ5 ƒ6 ƒ7 

α +       

β 0       

γ +       

Γ -       

Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Γίλεηαη ε παξαβνιή  

y = x
2
 + (k +1)x + k. Να θαζνξίζεηε ηηο ηηκέο ηνπ k, γηα ηηο 

νπνίεο ε παξαβνιή: 

i) Δθάπηεηαη ηνπ άμνλα x' x. 

ii) Έρεη ηνλ y'y άμνλα ζπκκεηξίαο. 

x 
  
 

y 
  
 

ƒ6 
  
 0  

 ƒ5 
  
 

ƒ7 
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x 
  
 

y 
  
 ƒ1 

  
 

ƒ2 
  
 

ƒ3 

  
 

ƒ4 
  
 



iii) Έρεη γηα θνξπθή έλα ζεκείν κε ηεηαγκέλε -4. Πνηα 
είλαη ε ηεηκεκέλε 
ηεο θνξπθήο; 
 

2. ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

ελόο ηξησλύκνπ Ρ(x) = αx
2
 + βx + y. Να βξείηε: 

i) Σν πξόζεκν ηνπ α. 

ii) Σν πξόζεκν ηεο δηαθξίλνπζαο Γ θαη 

iii) Σνπο ζπληειεζηέο ηνπ ηξησλύκνπ, αλ δίλεηαη όηη  
β = 6. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. Οη δηαζηάζεηο x,y ελόο νξζνγσλίνπ κεηαβάιινληαη, 
έηζη ώζηε ε πεξίκεηξνο ηνπ λα παξακέλεη ζηαζεξή θαη 
ίζε κε 20 κ. 

i) Να εθθξάζεηε ην y ζπλαξηήζεη ηνπ x θαη ζηε ζπλέρεηα 
λα βξείηε ηνλ ηύπν Δ = ƒ(x) πνπ δίλεη ην εκβαδόλ E ηνπ 
νξζνγσλίνπ ζπλαξηήζεη ηνπ x. 

ii) Να απνδείμεηε όηη ην εκβαδόλ κεγηζηνπνηείηαη γηα  
x = 5 θαη λα βξείηε ηε κέγηζηε ηηκή ηνπ. 
 

4. Έλα ζεκείν Μ θηλείηαη πάλσ ζην επζύγξακκν ηκήκα 
ΑΒ = 6cm. Με πιεπξέο ηα ΜΑ θαη ΜΒ  
θαηαζθεπάδνπκε ηζόπιεπξα ηξίγσλα. Γηα πνηα ζέζε ηνπ 
Μ ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ ησλ δύν ηξηγώλσλ είλαη 
ειάρηζην; 
 
 

x 
  
 

Ν 
  
 

y 
  
 

y = ƒ(x) 
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5. Έλαο θηελνηξόθνο έρεη ζύξκα 200m θαη ζέιεη λα 
πεξηθξάμεη δύν ζπλερόκελνπο νξζνγώληνπο ππαίζξηνπο 
ρώξνπο κε δηαζηάζεηο x θαη y, όπσο θαίλεηαη ζην 
δηπιαλό ζρήκα. Γηα πνηεο ηηκέο ησλ x θαη y ην εκβαδόλ 
θαη ησλ δύν ρώξσλ κεγηζηνπνηείηαη; 
 
 
 

 
 
 
 
 
  

Α 
  
 

Γ 
  
 

Κ 
  
 

Γ 
  
 

Β 
  
 

x 
  
 

x 
  
 

y 
  
 

114 / 205 



ΔΟΥΡΖΠΔΗΠ ΘΑΡΑΛΝΖΠΖΠ 
 

I. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο λα 
θπθιώζεηε ην γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
αιεζήο θαη ην γξάκκα Τ, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
ςεπδήο. 
 

 
 

 

II. Λα ζπκπιεξώζεηε ηα θελά ζηηο παξαθάησ δύν 
πεξηπηώζεηο κε ηα ζύκβνια ηεο ηζόηεηαο ή ηεο 
αληζόηεηαο. 

1. Αλ ην ηξηώλπκν ƒ(x) = 2x
2
 + βx + γ έρεη ξίδεο ηνπο 

αξηζκνύο x1 = -1 θαη x2 = 3, ηόηε ζα ηζρύεη: 
 

ƒ(-5) … 0,  ƒ(1) … 0,  ƒ(5) … 0,  
γ … 0, β … -4. 

1. 

Αλ ε παξαβνιή y = αx
2
,  α ≠ 0 δηέξρεηαη 

από ην ζεκείν A(1,2), ηόηε βξίζθεηαη ζην 

3
ν
 θαη 4

ν
 ηεηαξηεκόξην.  

A Τ 

2. 

Αλ ην ηξηώλπκν ƒ(x) = αx
2
 + βx + γ, α ≠ 0 

έρεη ξίδεο ηνπο αξηζκνύο x1 = -1 θαη x2 = 3, 
ηόηε έρεη άμνλα ζπκκεηξίαο ηελ επζεία  
x = 1. 

Α Τ 

3. 

Γηα νπνηνπζδήπνηε ,   ε παξαβνιή 

y = αx
2
  

 

θαη ε ππεξβνιή  y
x


  

 

έρνπλ έλα θαη κνλαδηθό θνηλό ζεκείν.  

A Τ 

4. 

 

H ππεξβνιή 
1

y
x

  θαη ε  

 

επζεία y = -x ηέκλνληαη. 

Α Τ 
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2. Αλ ην ηξηώλπκν ƒ(x) = -x
2
 + βx + γ έρεη ξίδεο ηνπο 

αξηζκνύο x1 = -3 θαη x2 = 1, ζα ηζρύεη: 
 

ƒ(-5) … 0,  ƒ(-2) … 0, ƒ(5) … 0,  
γ … 0,  β … -2. 
 

III. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν    ƒ(x) = αx
2
 + βx + γ, α ≠ 0. 

Λα επηιέμεηε ηε ζσζηή απάληεζε ζε θαζεκηά από ηηο 
παξαθάησ πεξηπηώζεηο: 
 

1. Αλ α = 2 θαη ην ηξηώλπκν ƒ έρεη θνξπθή ην ζεκείν 
Κ(1, -3), ηόηε 

Α) ƒ(x) = 2(x - 1)
2
 + 3  

Β) ƒ(x) = 2(x - 1)
2
 - 3 

Γ) ƒ(x) = 2(x + 1)
2
 + 3  

Γ) ƒ(x) = 2(x + 1)
2
 - 3. 

 

2. Αλ ƒ(1) < 0, ƒ(3) > 0 θαη ƒ(5) < 0, ηόηε 
Α) Γ = 0 θαη α > 0  
Β) Γ > 0 θαη α > 0  
Γ) Γ > 0 θαη α < 0. 
 

3. Αλ ην ηξηώλπκν έρεη θνξπθή ην ζεκείν Κ(1,2) θαη  
α > 0, ηόηε:  
Α) Γ > 0 Β) Γ = 0  
Γ) Γ < 0 Γ) y < 0. 
 

4. Αλ ην ηξηώλπκν έρεη θνξπθή ην ζεκείν Κ(1,0), ηόηε 
Α) β = 0  Β) Γ < 0  
Γ) Γ > 0 Γ) Γ = 0. 
 

IV. Οη παξαθάησ θακπύιεο C1, C2, C3 θαη C4 είλαη νη 
γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ       

ƒ1(x) = x
2
 - 4x + y1,  

ƒ2(x) = 2x
2
 - 8x + y2,  

ƒ3(x) = -x
2
 - 4x + y3 θαη ƒ4(x) = -2x

2
 - 8x + y4, όρη όκσο κε 

ηελ ίδηα ζεηξά. Να αληηζηνηρίζεηε θαζεκηά από ηηο 
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παξαπάλσ ζπλαξηήζεηο κε ηε γξαθηθή ηεο 
παξάζηαζε. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ƒ1 ƒ2 ƒ3 ƒ4 

    
 

 
 
 
 
  

x 
  
 

y 
  
 

1 
  
 -2 

  
 

-1 
  
 

2 
  
 

O 
  
 C1 

  
 

C2 
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y 
  
 

-2 
  
 -2 

  
 

2 
  
 O 

  
 C3 

  
 

C4 
  
 

2 
  
 



ΑΠΘΖΠΔΗΠ ΓΗΑ ΔΞΑΛΑΙΖΤΖ 

1.  
i) Να απνδείμεηε ηελ ηαπηόηεηα 

α
2
 + β

2 
+ γ

2
 - αβ - βγ - γα = 

1

2
 [(α - β)

2
 + (β - γ)

2 
+ (γ - α)

2
]. 

ii) Να απνδείμεηε όηη γηα όινπο ηνπο α, β, γ ∈ℝ ηζρύεη  

α
2
 + β

2 
+ γ

2
≥ αβ + βγ + γα. 

Πόηε ηζρύεη ε ηζόηεηα; 
 

2. Λέκε όηη κηα ηξηάδα ζεηηθώλ αθεξαίσλ (β, γ, α) είλαη 

ππζαγόξεηα ηξηάδα όηαλ β
2 

+ γ
2
 = α

2
, δειαδή όηαλ νη  

β, γ, α είλαη πιεπξέο νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ. 
i) Αλ (β, γ, α) είλαη κηα ππζαγόξεηα ηξηάδα θαη θ είλαη 
έλαο ζεηηθόο αθέξαηνο, λα απνδείμεηε όηη θαη ε ηξηάδα 
(θβ, θγ, θα) είλαη επίζεο ππζαγόξεηα ηξηάδα. 
ii) Αλ κ θαη λ ζεηηθνί αθέξαηνη κε κ>λ, λα δείμεηε όηη ε 

ηξηάδα (κ
2
 - λ

2
, 2κλ, κ

2
 + λ

2
) είλαη ππζαγόξεηα ηξηάδα.  

ηε ζπλέρεηα λα ζπκπιεξώζεηε ηνλ πίλαθα κε ηηο 
ππζαγόξεηεο ηξηάδεο πνπ αληηζηνηρνύλ ζηηο ηηκέο ησλ κ 
θαη λ πνπ δίλνληαη ζηηο δπν πξώηεο ζηήιεο: 

 

 
 

κ λ κ
2
-λ

2
 2κλ κ

2
+λ

2
 

2 1    

3 1    

3 2    

5 2    

5 3    

4 1    
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Γ

Α Β

κ
2
+λ

2

κ
2
-λ

2

2κλ

 
 
 

3.  
A) Να απνδείμεηε όηη 
 

   
λ

2

βα
αβ 







 
  

 
Ση ζεκαίλεη ε αληζόηεηα απηή γηα έλα νξζνγώλην κε 
δηαζηάζεηο α θαη β ;  
Πόηε ηζρύεη ε ηζόηεηα;  
 
Β) Με ηε βνήζεηα ηεο παξαπάλσ αληζόηεηαο (ή θαη κε 
άιιν ηξόπν), λα απνδείμεηε όηη: 
i) Από όια ηα νξζνγώληα κε ζηαζεξή πεξίκεηξν P ην 
ηεηξάγσλν έρεη ην κεγαιύηεξν εκβαδό. 
ii) Από όια ηα νξζνγώληα κε ζηαζεξό εκβαδό E ην 
ηεηξάγσλν έρεη ηελ ειάρηζηε πεξίκεηξν. 
 
4. Γίλεηαη ε εμίζσζε  

3(x + 1) - αx = 4, α∈ℝ 
 

i) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ α∈ℝ 

ii) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ α∈ℝ ε εμίζσζε έρεη ιύζε 
κεγαιύηεξε ηνπ 1; 
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5. Γίλεηαη ε εμίζσζε  

ι
2
(ρ - 1) + 3ι = ρ + 2, ι∈ℝ 

 

i) Να απνδείμεηε όηη ε εμίζσζε απηή γξάθεηαη 
ηζνδύλακα: 
(ι − 1)(ι + 1) ρ = (ι − 1)(ι − 2). 
ii) Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ 

ι∈ℝ 
iii) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ λ∈ℝ γηα ηηο νπνίεο ε εμίζσζε 

έρεη ξίδα ηνλ αξηζκό 
1

4
  

 
6. Από ηε θπζηθή γλσξίδνπκε όηη ζηελ θαηαθόξπθε 
βνιή ελόο ζώκαηνο κε αξρηθή ηαρύηεηα λ0 ην ύςνο h 
ηνπ ζώκαηνο ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ t ηεο θίλεζεο ηνπ 
δίλεηαη από ηνλ ηύπν  
 

    
2

o gt
2

1
tv)t(h   

 
όπνπ g ε επηηάρπλζε ηεο βαξύηεηαο. 

A)  Αλ v0 = 60m/sec θαη g=10m/sec
2
: 

  i. Να βξείηε πόηε ην ζώκα ζα θζάζεη ζε ύςνο h =180 
κέηξα. 

  ii. Να βξείηε πόηε ην ζώκα ζα βξεζεί ζε ύςνο h =100 
κέηξα.  

Πνηα είλαη ε εξκελεία ησλ πξνεγνύκελσλ απαληήζεσλ; 
Β)  ηε γεληθή πεξίπησζε όπνπ 

2
o gt

2

1
tv)t(h 

 
κε ηα v0 θαη g ζηαζεξά, λα βξείηε ηε ζπλζήθε πνπ 
πξέπεη λα ηζρύεη, ώζηε ην ζώκα λα θζάζεη ζε δεδνκέλν 

ύςνο h0. 
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7. ην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ λα παξαζηήζεηε 
γξαθηθά ηηο ζπλαξηήζεηο 

ƒ(x) = |x| - 2 θαη g(x) = 2-|x| 
θαη ζηε ζπλέρεηα λα ππνινγίζεηε ην εκβαδόλ ηνπ 
ρσξίνπ πνπ πεξηθιείεηαη από ηηο γξαθηθέο 
παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ ƒ θαη g. 

 
8. A)  ην ίδην ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ λα ραξάμεηε ηηο 
γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ 

ƒ(x) = |x| - 1 θαη g(x) = |x| - 3 
 

θαη κε ηε βνήζεηα απηώλ λα βξείηε ηηο ιύζεηο ηεο 
αλίζσζεο 

|x| - 1<|x| - 3 
 

Β)  ηε ζπλέρεηα λα επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηα 
πξνεγνύκελα ζπκπεξάζκαηα. 
 
9. A)  ε έλα θαξηεζηαλό επίπεδν λα ζρεδηάζεηε ηηο 
γξαθηθέο παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ: 

ƒ(x) = |x|, g(x) = |x| - 3 θαη  
h(x) = ||x| - 3| 

  
Β)   Με ηε βνήζεηα ησλ παξαπάλσ γξαθηθώλ 
παξαζηάζεσλ λα πξνζδηνξίζεηε ην πιήζνο ησλ 
ιύζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο 
 













αy

3xy
 

γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ α ∈ℝ. 
 
10. ε έλα επίπεδν ζρεδηάδνπκε έλα θαξηεζηαλό 
ζύζηεκα ζπληεηαγκέλσλ Oxy. 
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i. Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε y
2
 − x

2
 = 0 παξηζηάλεη ηηο 

δηρνηόκνπο δ1 θαη δ2 ησλ γσληώλ ησλ αμόλσλ ηηο 
νπνίεο θαη λα ζρεδηάζεηε. 
ii. Πνηα είλαη ε απόζηαζε ελόο ζεκείνπ M (x, y) ηνπ 
επηπέδνπ από ην ζεκείν K (α, 0) ηνπ άμνλα x′x ; Να 
δείμεηε όηη ε εμίζσζε  
(x − α)

2
 + y

2
 = 1, α∈ℝ παξηζηάλεη ζην επίπεδν θύθιν C 

κε θέληξν K θαη αθηίλα 1. ρεδηάζηε ηνλ θύθιν γηα κηα 
ηηκή ηνπ α. 
iii. Με ηε βνήζεηα ησλ παξαπάλσ γξαθηθώλ 
παξαζηάζεσλ λα πξνζδηνξίζεηε ην πιήζνο ησλ 
ιύζεσλ ηνπ ζπζηήκαηνο 











1y)αx(

0xy

22

22

 

γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ α∈ℝ. 
 

11. ην παξαθάησ ζρήκα ηα C1 θαη C2 είλαη εκηθύθιηα κε 

θέληξα Κ θαη Λ θαη αθηίλεο R1 = 6cm θαη R2 = 3cm 
αληηζηνίρσο, ελώ ην Μ είλαη έλα ζεκείν ηεο δηαθέληξνπ 
ΚΛ θαη ε ΜΓ είλαη θάζεηε ζηελ ΚΛ. Να βξείηε ην κήθνο x 
ηνπ ηκήκαηνο ΛΜ, αλ γλσξίδνπκε όηη ην ζεκείν Γ είλαη 
κέζν ηνπ ΜΓ. 

x

A B

Γ

Μ

Γ

Κ Λ

C1

C2
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12. Θεσξνύκε έλαλ άμνλα x'x θαη παίξλνπκε πάλσ ζ' 
απηόλ ηα ζηαζεξά ζεκεία Α(−1), Β(1) θαη έλα κεηαβιεηό 
ζεκείν Μ( x).  
Θέηνπκε 
ƒ(x) = (ΜΑ) + (ΜΒ) θαη 
g(x) = | (ΜΑ) - (ΜΒ) | 
 
i. Να απνδείμεηε όηη: 
ƒ(x) = |x+1| + |x-1| θαη 
g(x) = | |x+1| + |x-1| | 
ii. Να παξαζηήζεηε γξαθηθά ηηο ζπλαξηήζεηο ƒ θαη g. 
iii. Να βξείηε κε ηε βνήζεηα ησλ παξαπάλσ γξαθηθώλ 
παξαζηάζεσλ ηελ ειάρηζηε θαη ηε κέγηζηε ηηκή 
(εθόζνλ ππάξρνπλ) ησλ ζπλαξηήζεσλ ƒ  θαη g, θαζώο 
θαη ηηο ζέζεηο ζηηο νπνίεο παξνπζηάδνληαη. 
 
13. 
ηα παξαθάησ ζρήκαηα δίλνληαη νη γξαθηθέο 
παξαζηάζεηο ησλ ζπλαξηήζεσλ: 
 

2

2
f(x)

x 1



 

y=f(x)

y

x1-1 Ο

2
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2

4x
g(x)

x 1



 

y=g(x)
y

x1-1
O

2

-2
 

 

2

4

4x
h(x)

x 1



 

y=h(x)

y

x1-1 Ο

2

 
i. Από ηηο γξαθηθέο παξαζηάζεηο λα βξείηε ηα νιηθά 

αθξόηαηα ησλ ζπλαξηήζεσλ ƒ, g, h, θαζώο θαη ηηο 
ζέζεηο ησλ αθξνηάησλ απηώλ. 

ii. Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηα πξνεγνύκελα 
ζπκπεξάζκαηα. 
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14. A)  Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε  x)x(f   

 
i. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ ηεο ζπλάξηεζεο ƒ. 
ii. Να απνδείμεηε όηη αλ ην ζεκείν M(α, β) αλήθεη ζηε 

γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ƒ, ην ζεκείν M '(α, β) αλήθεη 
ζηε γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο g (x) = x

2
.  

iii. ην ίδην ζύζηεκα αμόλσλ λα ζρεδηάζεηε πξώηα ηε 
γξαθηθή παξάζηαζε ηεο ζπλάξηεζεο g θαη ζηε 
ζπλέρεηα, κε ηε βνήζεηα ηνπ πξνεγνύκελνπ 
εξσηήκαηνο, λα ζρεδηάζεηε ηε γξαθηθή παξάζηαζε 
ηεο ζπλάξηεζεο ƒ. Πνην είλαη ην είδνο ηεο 
κνλνηνλίαο θαη πνην ην αθξόηαην ηεο ζπλάξηεζεο ƒ; 

 

Β)  Να δείμεηε όηη ε ζπλάξηεζε     x)x(h   

 
είλαη άξηηα θαη ζηε ζπλέρεηα λα ραξάμεηε ηε γξαθηθή ηεο 
παξάζηαζε. 
 
Γ) ην παξαθάησ ζρήκα δίλεηαη ε γξαθηθή παξάζηαζε 

ηεο x)x(f   

xA(1)

B(2)
Γ(3) Μ(λ)

Α’

Ο

y

Ν(λ+1)

Β’
Γ’

Μ’ Ν’

y x
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Αλ Α', Β', Γ', …, Μ', Ν' είλαη ηα ζεκεία ηεο γξαθηθήο 
παξάζηαζεο ηεο ƒ κε ηεηκεκέλεο  
1, 2, 3,…, λ, λ +1 αληηζηνίρσο, λα απνδείμεηε όηη ηα 

ηξίγσλα ΒΑ'Β'


, ΓΒ'Γ'


, …, ΝΜ'Ν'


  είλαη ηζνζθειή. 
 
15. Μία γέθπξα έρεη έλα παξαβνιηθό ηόμν ηνπ νπνίνπ ην 
πιάηνο είλαη 8m θαη ύςνο είλαη 5,6m. Κάησ από ηε 
γέθπξα ζέιεη λα πεξάζεη γεσξγηθό κεράλεκα ηνπ 
νπνίνπ ε θαξόηζα έρεη πιάηνο 6m θαη ύςνο 2m. Μπνξεί 
ην κεράλεκα λα πεξάζεη; 
 
 

 
 
 
16. Γίλεηαη έλα ηεηξάγσλν ΑΒΓΓ κε πιεπξά 20cm θαη ην 
κέζνλ Ο ηεο ΑΓ. Έλα θηλεηό ζεκείν Μ μεθηλά από ην Α 
θαη, δηαγξάθνληαο ηελ πνιπγσληθή γξακκή ΑΒΓΓ, 
θαηαιήγεη ζην Γ. 
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5.6m 

6m

 
 
5.6m 

8m

 
 
5.6m 2m

 
 
5.6m 



 

x

A

BΓ

ΟΓ

Μ

 

x

A

BΓ

ΟΓ

Μ

 
 

x

A

BΓ

ΟΓ

Μ

 
 
 
Αλ κε x ζπκβνιίζνπκε ην κήθνο ηεο δηαδξνκήο πνπ 
έθαλε ην θηλεηό Μ θαη κε ƒ(x) ην εκβαδόλ ηνπ 
ζθηαζκέλνπ ρσξίνπ, 
i. Να βξείηε ην πεδίν νξηζκνύ θαη ηνλ ηύπν ηεο 
ζπλάξηεζεο ƒ. 
ii. Να παξαζηήζεηε γξαθηθά ηελ ƒ. 
iii. Να βξείηε ηελ ηηκή ηνπ x γηα ηελ νπνία ηζρύεη  

ƒ(x) = 120cm
2
. 
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17. ην παξαθάησ ζρήκα ην ΑΒΓΓ είλαη ηεηξάγσλν 
πιεπξάο 2κ. θαη ην M είλαη έλα ζεκείν ηεο δηαγσλίνπ ΑΓ 
κε (ΑΡ) = x. πκβνιίδνπκε κε 
ƒ (x) ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΜΑΒ θαη κε 
g (x) ην εκβαδόλ ηνπ ηξαπεδίνπ ΜΓΓ. 
 

xA B

Γ

Ρ

Γ

Μ

2

 
 
i. Να απνδείμεηε όηη 
ƒ (x) = x, 0 ≤ x ≤ 2  θαη 
g(x) = -0,5x

2
 + 2, 0 ≤ x ≤ 2. 

 
ii. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ηα δύν εκβαδά 
είλαη ίζα. 
 
iii. Να παξαζηήζεηε γξαθηθά ζην ίδην ζύζηεκα 
ζπληεηαγκέλσλ ηηο ζπλαξηήζεηο ƒ θαη g θαη λα βξείηε, κε 
ηε βνήζεηα ησλ γξαθηθώλ παξαζηάζεσλ, κε 
πξνζέγγηζε ηελ ηηκή ηνπ x γηα ηελ νπνία ηα δύν εκβαδά 
είλαη ίζα. 
 
 
 
 
 
  

128 / 211-212 



18. ην παξαθάησ ζρήκα ην ηξίγσλν ΟΑΒ είλαη 
νξζνγώλην, ην Μ είλαη ηπραίν ζεκείν ηεο ΟΑ θαη 
ΜΝ//ΟΒ. Αλ (ΟΑ)=4, (ΟΒ)=3 θαη (ΟΜ)=x, θαη Δ(x) είλαη ην 
εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ ΒΜΝ 

x A

B

Ο Μ

Ν

 4 

3
  
 

 
 
i) Να απνδείμεηε όηη 
 

3(4 x)
(MN)

4


   θαη   23 3

E(x) x x.
8 2

    

 
ii) Να βξείηε ηε ζέζε ηνπ Μ γηα ηελ νπνία ην εκβαδόλ 
E(x) κεγηζηνπνηείηαη. Πνηα είλαη ε κέγηζηε ηηκή ηνπ E(x). 
 
19. ε έλα θαξηεζηαλό επίπεδν ζεσξνύκε ηα ζεκεία 
A(0,4) θαη B(2,2), θαζώο θαη ην ζεκείν M(x,0) πνπ 
θηλείηαη θαηά κήθνο ηνπ άμνλα x'x. 
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x

B(2,2)

Ο

Α(0,4)

Μ(x,0) Γ

y

 
 
i. Να βξείηε ηηο ζπληεηαγκέλεο ηνπ ζεκείνπ Γ ζην νπνίν 

ηέκλεη ε επζεία ΑΒ ηνλ άμνλα x'x. 
 
ii. Να εθθξάζεηε ην εκβαδόλ ηνπ ηξηγώλνπ  
 
                                             MAB 
ζπλαξηήζεη ηεο ηεηκεκέλεο x ηνπ ζεκείνπ Μ θαη λα 
παξαζηήζεηε γξαθηθά ηε ζπλάξηεζε απηή. 
 
20. ε έλα ηκήκα ΑΒ = 10km κηαο ιεσθόξνπ πέθηεη 
ζπλερώο ρηόλη θαη ην ύςνο ηνπ ρηνληνύ απμάλεηαη 1cm 
ηελ ώξα. Όηαλ αξρίδεη ε ρηνλόπησζε έλα εθρηνληζηηθό 
κεράλεκα αξρίδεη από ην άθξν Α λα θαζαξίδεη ην ρηόλη 
θηλνύκελν θαηά κήθνο ηνπ δξόκνπ κε ηαρύηεηα 10km/h. 
Μόιηο θηάζεη ζην Β γπξίδεη θαη θαζαξίδεη ην δξόκν 
αληηζηξόθσο από ην Β πξνο ην Α θαη ζπλερίδεη κε ηνλ 
ίδην ηξόπν. 
 
i. Να ζρεδηάζεηε έλα δηάγξακκα γηα ην ύςνο ηνπ ρηνληνύ 
ζην Α, παξαβιέπνληαο ην ρξόλν ζηξνθήο ζηα Α θαη Β. 
 
ii. Να θάλεηε ην ίδην γηα ην ύςνο ηνπ ρηνληνύ ζην κέζν Μ 
ηνπ ΑΒ. 
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21. Έζησ ν δεηγκαηηθόο ρώξνο Χ = {0, 1, 2, 3,..., 100}. 
Γίλνληαη θαη νη πηζαλόηεηεο  
 

k2

1
)k(P   

θ = 1, 2,..., 100.  
 
Να ππνινγίζεηε ηελ πηζαλόηεηα P(0). 
 
22. Έζησ Χ έλαο δεηγκαηηθόο ρώξνο κε πεπεξαζκέλν 
πιήζνο ζηνηρείσλ θαη Α, Β ππνζύλνια ηνπ Χ. 
Τπνζέηνπκε όηη P(A')≤0,28 θαη P(B')≤0,71.  
Να απνδείμεηε όηη  

i. P(A∩B)≥1,01− P(A∪B) θαη  
ii. A∩B≠∅. 
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ΞΝΓΔΗΜΔΗΠ – ΑΞΑΛΡΖΠΔΗΠ ΑΠΘΖΠΔΥΛ  

1ν ΘΔΦΑΙΑΗΝ 

§ 1.1  

 

A΄ Νκάδαο 
1-5. Να ρξεζηκνπνηήζεηε δελδξνδηαγξάκκαηα.  
6. i) Αζπκβίβαζηα  ii) Γελ είλαη αζπκβίβαζηα   
iii) Γελ είλαη αζπκβίβαζηα  iv) Αζπκβίβαζηα 
7. {ααα,ααθ,αθα,αθθ,θαα,θαθ,θθα,θθθ} 
 

B΄ Νκάδαο 
1. Χ={αα,αβα,αββ,βαα,βαβ,ββ} 
2. Να βξείηε ην δεηγκαηηθό ρώξν θαη ηα ελδερόκελα κε 
ηε βνήζεηα πίλαθα δηπιήο εηζόδνπ.  
 

§ 1.2    

A΄ Νκάδαο 

1. i) 
1

13
  ii) 

12

13
 

2. 
1

4
 

3. i) 
15

40
  ii) 

25

40
  iii) 

25

40
  

4. 
9

30
 

5. i) 
3

11
  ii) 

8

11
 

6.i) 50% ii) 30% 

7. 
11

30
 

8. 
2

3
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9. 0,4 

10. 
3

4
 

11. 

     

         

 

 .

        

              
 

12. 65% 
13. α) 14% β) 12% 
14. 10% 
 

B΄ Νκάδαο 
1. i) θ+ι-κ ii) 1-θ-ι+κ  iii) θ+ι-2κ. 
2. 55% 

3. 
3

7
,
4

7
 

4. Αλ Ρ (Α) = ρ, ηόηε  Ρ (Α΄) = 1-ρ θηι. 
5. Να ιάβεηε ππόςε όηη     θαη  

  1.    

6. Να ιάβεηε ππόςε όηη Ρ (Α΄) = 1- Ρ (Α) θαη 

  1.    

 

2o  ΘΔΦΑΙΑΗΝ 
 

§ 2.1    

 

A΄ Νκάδαο 
1. ii) 1,   2.1,   3. i)4.000  ii) 9.999  

    iii) 3,   4.ii) 4 ,   5.  ii) 1,   7.  7 2  
 

B΄ Νκάδαο 

1. i) 1   ii) 
2

1

 

 
,  2. i) 2( 1)    ii) 1,  

3. i) 2 2x y   ii)
xy

x y
,   4. 1 
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§ 2.2    

A΄ Νκάδαο 
1. i) Πάξηε ηε δηαθνξά   ii) Πάξηε ηε δηαθνξά,    
2. Άζξνηζκα ηεηξαγώλσλ,  

3. i) 2, 1   ii) 1, 2 ,    

4. i) 9, 8 θαη 10,   ii) 0,9 θαη 0,7   

    iii) 
45

54
θαη 

46

53
  iv) 48,34 θαη 50,32 ,    

5. i) 10,2  θαη 16,2   ii) 6,38θαη  15,68,   6. Απαινηθή 

παξνλνκαζηώλ, 7. 5 x 0   
 

B΄ Νκάδαο 
1. i) Απαινηθή παξνλνκαζηώλ  
    ii) Απαινηθή παξνλνκαζηώλ, 
2. Πάξηε ηε δηαθνξά,    
3.Δθηέιεζε πξάμεσλ,    
4. i) πνιιαπιαζηάζηε κε ην 2   
    ii) πνιιαπιαζηάζηε κε ην 2  
 

§ 2.3   

 

Α΄ Νκάδαο 
1. i) 3  ,  ii) 4     iii) 1  iv) 0,  
2. 1,   3. i) 1   ii) 1,    
4. 1,  5. 2  ή 0 ή 2 ,    

6. i)  d 2,37,D 0,005 ,   

    ii) 2,365  θαη  2,375  
 

B΄ Νκάδαο 

1. Υξεζηκνπνηήζηε ηξηγσληθή αληζόηεηα,    

3. i) x y 0    ii) x 0 ή y 0  ,  

4. i) 1
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    ii) Αξθεί λα δεηρζεί 1 1
 

  
 

,  

5. i)9,5 10,5  ii)15,2 16,8  

    iii)3,8 4,2    
 

§ 2.4    

Α΄ Νκάδαο 

1. i)10  ii) 2   iii) 
1

10
,    

2. i)4     ii)20  iii) x 1 , iv) 
x

2
,  3. 1,    

10. i) 
10 2 3

11


    ii)  4 7 5   

      iii) 13 2 42  
 

B΄ Νκάδαο 
2. ii) Υξεζηκνπνηείζηε ην εξώηεκα (i), 

3. i) 
25

6
  ii)

 
2

1

a

 
. 

 
 

3o  ΘΔΦΑΙΑΗΝ 
 

§ 3.1    

Α΄ Νκάδαο 

1. i)5  ii) -1  iii) 7   iv) 
11

3
,    

2. i) αδύλαηε  ii) ηαπηόηεηα,    
3. i) αλ 1  , ηόηε x 1 ,αλ 1  , ηαπηόηεηα     

    ii) αλ 2  , ηόηε 
2

x






, αλ 2  , ηόηε αδύλαηε   

135 / 214 



    iii) αλ 0  , θαη 1  , ηόηε 
1

x 


, αλ 0  , ηόηε 

αδύλαηε    

    iv) αλ 0  , θαη 1  , ηόηε 
1

x
1

 

 

, αλ 0  , ηόηε 

ηαπηόηεηα, αλ 1  , ηόηε αδύλαηε,    

4. i) x 2,5  ii) 
15

x
8

   5. 2.750 θαη 1.250,  

6. i) 0t
  




  ii) 2
1

2

R R
R

R R



,  

7. i)4 θαη 1    ii) 2 θαη 1 ,    

8. i) 0 θαη 1     ii) 1 θαη 0 ,    

9. i) 2 θαη 1     ii) 1 θαη 2, 

10. i) 2, 1, 1    ii) 2 θαη 1,    

11. i) 1    ii) αδύλαηε,    

12. i) αδύλαηε  ii) x κε x 0  θαη  x 2    iii) 

αδύλαηε  iv) x  κε x 1   θαη  x 1  ,    

13.      1,0,1 , 1,2,3 , 3, 2, 1    ,  

14. i) 4, 1   ii) 
5

3,
3

  iii) 0, 4   

iv) 3 θαη 
7

3
,    

15. i) 1 1    ii)  αδύλαηε,    

16. i) 
9

5
5

     ii) 1 3  

 

B΄ Νκάδαο 
2. , 0, 0       ,   3. 50ml,  

4. 3 ιεπηά,   5. αλ 0   ηόηε x
2


  ,  

    αλ 0   ηόηε x  κε x 0 ,    
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6. x 0 ,   7. 2 θαη 2 ,   8. 2  θαη  
3

2
 

 

§ 3.2    

Α΄ Νκάδαο 
1. i) 5  ii) 3  iii) 1,    
2. i) 5   ii) 3   iii)  1 ,    

3. i) 8, 8   ii) 3, 3    iii)2, 2 ,    

4. i) 0, 2   ii) 0, 1   iii) 0,    

5.3, 3, 9,   6. i)3  ii) 
1

5
   iii) 1, 4  

 

§ 3.3    

A΄ Νκάδαο 

1. i) 
3

, 1
2

  ii) 3  iii) αδύλαηε, 

2. i)1,3 , 1,3   ii)0,2  iii) αδύλαηε,   3.i)  
2

4 1      ii)

 
2

4     ,    

4. 1, 1 ,   5.  
2

4      ,    

6. i) 2x 5x 6 0     ii) 22x 3x 1 0    

    iii) 2x 10x 1 0   ,  

7. i) 5, 3   ii) 
9 41 9 41

,
2 2

 
, 

8. i) 5 , 3   ii)1, 2 , 

9.   ,       ,   10.24, 10 ,  

11. i) 3, 3, 4, 4  ,  ii) 5, 5   

      iii)  6, 6, 2, 2  ,   12. 1, 1 ,   

13. 
3 5 3 5

1, ,
2 2

 
,    

14. i)2, 3        ii) 1 ,    
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15. i) 2, 2   ii) 
1 1

,
2 2

   iii) αδύλαηε 

 

Β΄ Νκάδαο 

3. 7, 1 ,  4. αληηθαηάζηαζε ηνπ x  κε 
1


, 

5. i) 
1

, 


   ii) 
2

,





,  

6. i) 24 32       ii) 2, 4, 1    ,  

7. 3, 4, 5 ,   8. 1,   9. 12 ώξεο, 24 ώξεο,   10. 9  , ξίδεο 

είλαη νη : 3, 3, 1, 1  . 

 

4o  ΘΔΦΑΙΑΗΝ 

§ 4.1 

A΄ Νκάδαο 

1. i) 
3

x
10

     ii) αδύλαηε   iii) x ,  

2. i) 1 x 3  ,   3. όρη.,   4.0, 1, 2 ,    

5. i)  x 3,3     ii)  x 3,5   

    iii)  x 3,2  ,  

6. i)    x , 3 3,      

    ii)    x , 3 5,      

    iii)    x , 3 2,     ,   7. i) x 3  

    ii) 
1

x
3

 ,   8. i)  x 1,3    ii) x ,   9.  x 2,8  ,   

10. x 2 5  ,   11.  5,10  

 

Β΄ Νκάδαο 

1. i) 
7

x 1,
4

 
  
 

  ii) 
4

x ,2
3

 
  
 

,  
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2. i)    x 4, 2 2,4       

    ii)    x 1,3 7,9  ,  

3. i) 1iii) x 1 . 
4. i) 4  iii) 1 x 7  . 
 

§ 4.2 

Α΄ Νκάδαο 

1. i)    x 1 x 2    ii)    2x 1 x 2  , 

2. i) 
x 1

2x 1




  ii) 

 2 x 3

x 7




  iii) 

2x 3

x 1




,   

3. i) 2x 2x 15 0    γηα  

       x , 3 5,       ii)  
224x 4x 1 2x 1     

iii) 2x 4x 3 0     γηα x ,  

4. i) 2x 4x 3 0      γηα x 1,3  

    ii)  
229x 6x 1 3x 1       

    iii) 2x 2x 2 0      x   

5. i)  
5

 x ,0 ,
2

 
   

 
   ii)   x 4,1  ,   6. i)

    x , 1 2,      ii) 
5

 x 1,
2

 
  
 

 

7. i)  x ,  x 2    ii)  x 3 ,    

8. i) αδύλαηε  ii)  x ,   9.  x 1,3 , 

10.     x 4, 1 3,4    ,  

11.     x 1,2 3,4   

 

B΄ Νκάδαο 
1. i)  ( ) 2 ,      ( 2 ) 3         

    ii) ,
3

  

  
3    θαη 2    , 
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2.    2x x    ,    

3. 
x

,
x 2

 

 
x    θαη x 2  ,    

4. i) 0, 4 ii) 0   ή 4    
    iii) 0 4   ,    

5. 
4

0,
9

 
   

 
, 

6. i) 28 24 ,      3    ή 0   

    ii) 3   ,    

7. Σν Μ βξίζθεηαη αλάκεζα ζηα ζεκεία πνπ 

ηξηρνηνκνύλ ηελ ΑΓ,  

8. ii) 0   κε ,   νκόζεκνπο,  

        0   κε ,   εηεξόζεκνπο. 

 
 

§ 4.3 

 

Α΄ Νκάδαο 
1.    

x  2
1 2

3
     

 P x  0 0 0     

2.  

x  2 1 2     

 P x  0 0 0     

 

3.    x 3,1 3,    ,  

4.    x 3,0 3,    ,  

5.      x , 2 1 1,       ,  
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6.  
3

x , 1,3
2

 
    
 

,    

7. i) 1 x 2     ii) 
1

x ,3
2

 
  
 

,    

8.    x 2, 1 1,2    . 

 

B΄ Νκάδαο 

1. i) 
7

1 x
2

    ii) 
5

x 2,
3

 
   
 

, 

2.    x , 3 1,4    ,  

3. i)  
5

x 1, 2,5
3

 
  
 

 

    ii)    
1

x , 2 ,1 3,
2

 
      

 
,    

4.  
1

x ,0 0,1
3

 
   
 

,    

5. 1,59 x 4,41  ,    6. 1 t 4  . 

 

5o  ΘΔΦΑΙΑΗΝ 

§ 5.1 

A΄ Νκάδαο 
 
1. i) 3,5,7,9,11  ii) 2,4,8,16,32  
    iii) 2,6,12,20,30  iv) 0,1,2,3,4 
    v) 1,-0,1, 0,01,-0,001, 0,0001 

    vi) 
3 3 9 15 33

, , , ,
2 4 8 16 32

 vii) 4,3,2,1,0 

    viii) 
2 2 2

,1, ,0,
2 2 2

   ix) 
8 32

2,1, ,1,
9 25
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    x)  
1 1 1 1

1, , , ,
2 3 4 5

   xi) 1,-1, 1,-1, 1 

2. i) 
1 1

2, ,2, ,2
2 2

 ii) 0, 1, 2, 5, 26   

    iii) 3, 4, 6, 10, 18 

3. i) 1 6   θαη v 1 1      

    ii) 1 2   θαη v 1 2     

    iii) 1 1    θαη v 1 2 1      

    iv) 1 8   θαη v 1 5      

4. i) 2 1     ii) 13 5    

 

§ 5.2 

A΄ Νκάδαο 
1. i) 3 4     ii) 2 9      iii) 3 8       

    iv) 
1 3

2 2
     v) 3 3     

2. i) 15 68    ii) 20 144   iii) 30 323    

    iv) 35 289   v) 50
101

3
   vi) 47 35   

3. i) 1 7 1     ii) 1 2 4     iii) 1 14 3       

4. i) 50 8,5   ii) 18 121   

5. i) Ο 20
νο

 όξνο  ii) Ο 60
νο

 όξνο 
6. i)-15 ii) x=16 
7. i) 20 θαη 30 
8. i) 1840 ii) 1560 iii) 3360 iv) 3620 
9. i) -9320 ii) 2080 
10. i) 4950 ii) 1386 iii)-2030 
11. i) 9 όξνπο ii) 8 όξνπο 
12. i) 53,585 
 

B΄ Νκάδαο 
1. Πάξηε ηε δηαθνξά 1 ,     1 8    4    
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2. i) 40000  ii) 90300  iii) 36036 
3. i) 3900  ii) 6615 
4. i) 2205  ii) -4220 
5. S=(1+2+…+200)-(4+8+…+200)-(9+18+…+198) 
 +(36+72+…+180)=13263 
6. Απαηηνύληαη ηνπιάρηζηνλ 20 πξώηνη όξνη. 
7.  1

 
ε γξακκή: 10,    780 

 2 ε γξακκή: 4,     1539 
 3 ε γξακκή: 1,      34 
 4 ε γξακκή: -38,   -368 
8. 78 ην 12/σξν θαη άξα 156 ην 24/σξν 
9. 81840, 2480 
10. 10, 17, 24, 31, 38, 45, 52, 59, 66, 73 

11. 
v 1

2


 

12. 40m βάζνο 
 
 

§ 5.3 

A΄ Νκάδαο 

1. i) v 13 2 
    ii) v 22 3 

    iii) v 13 
    

    iv) 
v 1

1

2
 

   v) 
v 5

1

2
 

   vi) 
v 3

2

3
 

    

    vii) v 1(0,4) 
   viii) v( 2)    ix) v( 3)    

2. i) 9 64   ii) 7 1458   iii) 8
1

3
    

    iv) 10 512    v) 

5

9
3

2

 
   

 
 

3. i) 1
1

3
   ii) 1 1   

4. i) ι=2 ii) 
2

3
   

143 / 218 



5. i) 14
1000

8192
   ii) 21 16 2   

6. 9 όξνη 
7. i) Ο 10νο όξνο ii) Ο 11νο όξνο  
8. i) 10,1 ii) x=3 
9. i) 1023  ii) 8572  iii) 1364 
10. i) 10922  ii) 8  iii) 171 
11. 12288 
12. 0,74m  
 

B΄ Νκάδαο 

1. Πάξηε ην ιόγν 1






 

2. λ=14 
3. i) ρεκαηίδνπλ γεσκεηξηθή πξόνδν κε  

1ν όξν 2
1  θαη ιόγν 2  

    ii) ρεκαηίδνπλ γεσκεηξηθή πξόνδν κε  

1ν όξν k
1  θαη ιόγν k  

4. 1 3, 3      ή  1 (3 2 3), 3        

5. 1023 

6. 1 ,1,02      109,8  εθαηνκκύξηα  

7. 1 ,0,9       00,35  

8. i) 
12 2  , ii) 

12 5261 2  
9. i) 1 vD 0,9D    ii) 20,87lt   

10. 
119,223 10   ηόλνη 

11. i) 
v 1S 3 4 

      ii) 

v 1
4

U 3
3




 

   
 

 

§ 5.4 

A΄ Νκάδαο 
1. 6381,4 επξώ 
2. 37.204,87 επξώ 
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3. 5% 
4.27.342,05 επξώ 
 

6o  ΘΔΦΑΙΑΗΝ 

§ 6.1 

A΄ Νκάδαο 
1. i)  1 ii)  0,4 iii)    

v)  0, ,    

2. i)  1,2   

ii)    , 2 2,      

iii)  1,3    iv)    0,1 1,  ,    

3. 125 , 3, 15 ,  

4. i)    
2

f x x 2 ,  x      

    ii) 4 , 5, 8,10,. 
 

§ 6.2 

A΄ Νκάδαο 
2. 2 x 5  , 1 y 6  ,   

3. i) 1, 3    ii)  1,3  iii)  3, 1  

    iv)  1, 3 ,  

4. i)2 5   ii) 5  iii) 4  iv) 5,  

5. i)     ii)      
2 2 2

     ,    

6.         5        ,    

7. i)2   ii) 1   iii) 4 ,    

8. i)  4,0 ,  0, 4    ii)  2,0 ,  3,0 ,  0,6    iii)  1,0 ,  0,1   

iv)  0,1    

v)  1,0    vi)  2,0 ,  2,0 . 

9. i)  0, 1 ,  1,0 ,  1,0   ii) x 1   ή   x 1 ,   

10. i)  2, 2 ,  5,4  i)2 x 5  . 
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§ 6.3 

A΄ Νκάδαο 

1. i) 45   ii) 60   iii) 135   iv) 120 ,  
2. i) 1  ii) 1   iii) 0  iv) 2 , 
3. i) y x 2     ii) y x 1  iii)y 2x 1  , 4. i) y x   ii) 

y x 3     iii) y 1  

iv) x 1 ,   5. 40  C  ,   6. Απνηειείηαη από ηελ εκηεπζεία 

y x 2   , x 0 , ην επζ. ηκήκα y 2 ,  x 0,1  θαη ηελ 

εκηεπζεία  y x 1  , x 1 ,    

7. i) 1 , 1 θαη 2 , 0, 1  ii)    x ,1 1    θαη

   x 2,0 1,     

8. i)  x 1,1  ,    x , 1 1,     . 

 

B΄ Νκάδαο 

1. i)  f 6 1  ,  
1

f 5
2

  ,  f 4 0  ,  
1

f 3
2

   , 

 f 2 1   ,  f 1 0  ,  f 0 1 ,  f 1 1 ,  f 2 1 ,  f 3 0,  

 f 4 1  ,  f 5 2    ii)  f x 0 : 4  , 1 , 3   

 f x 1  : 2 ,4  

 f x 1 : 0 x 2    iii) y 0,5 x  ,    x 2,5 2       

2. y x 1  , x 1 ,  

3. i)  t 2000 100t   , 0 t 20  ,  t 600 100t   , 

0 t 20  ,ii) t=7min   4.  f x x 8   , 0 x 4  ,    

5. i)  1
20

h t t 20
3

   ,0 t 3       2
20

h t t 20
4

   , 

0 t 4    
     ii) 2,4 h   iii) 2,4 h. 
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§ 6.4 

A΄ Νκάδαο 

5. i)  
2

2 x 2  ii)  
2

2 x 3 3    

    iii)  
2

2 x 2 iv)    
2

2 x 3 3   

 

§ 6.5 

A΄ Νκάδαο 
1. f ,  ,1 , f  1, , g  ,0 ,  g  0,2 ,g  2, ,h

 , 1  , h  1,0 , h  0,1 , h  1, .  

2. Σν  f 1 1   νιηθό ειάρηζην, ε g δελ έρεη νιηθά 

αθξόηαηα, ην  h 1 2   ,  h 1 2   oιηθό ειάρηζην,    

3. i) αξθεί    f x f 3   ii) αξθεί    g x g 1    

4. i) άξηηα  ii) άξηηα  iii) ηίπνηα  iv) πεξηηηή  v) ηίπνηα  
vi) πεξηηηή    

5. i) άξηηα  ii) ηίπνηα  iii) πεξηηηή  
    iv) πεξηηηή  v) άξηηα vi) άξηηα    
6. i) πεξηηηή  ii) άξηηα  iii) ηίπνηα,    
7. i) άξηηα  ii) πεξηηηή  iii) ηίπνηα. 
 

7ν ΘΔΦΑΙΑΗΝ 

§ 7.1 

A΄ Νκάδαο 

1. 2y 2x ,   4. α) 2x 1  1 x 1   , 
2x 1 x 1 ή x 1     . 

 

Β΄ Νκάδαο 
2. f  ,0 , f  0, ,   f 0 0 , ειάρηζην,    

3. i) α) 3 2x x x x     

       β) 3 2x x x x   ,   4. 3 . 
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§ 7.2 

Α΄ Νκάδαο 

1. 
2

y
x

 ,   4. 
1

1 x 0 ή x 1
x
    , 

1
1 0 x 1

x
    ,   

5. 
21

x x 0 ή x 1
x
      

    
21

x 0 x 1
x
    ,   6. 

4
y

x
  

 

§ 7.3 

Α΄ Νκάδαο 

1. i)  
2

y 2 x 1 3     

ii)  
2

y 2 x 2 1     ,   

2. α) 
3 3

f
2 2

 
  

 
 ειάρηζην 

β) 
5 49

g
6 12

 
  

 
 κέγηζην,  

 

Β΄ Νκάδαο 
1. i) 1  ii) 1   iii) 3 , 5,    
2. i) 0   ii) 0    iii) 1   , 5   ,   

3. i)   2f x x 10x     ii)  f 5 25  

4. i)  23
E x 6x 18

2
     ii) ΜΑ=ΜΒ  

5. 30, 40 . 
 
 
 
 
 
 

148 / 220 



ΑΠΘΖΠΔΗΠ ΓΗΑ ΔΞΑΛΑΙΖΤΖ 

2.  ii)   

3 5 4 

8 6 10 

5 12 13 

21 20 29 

16 30 34 

15 8 17 

4. ii) 2 3   ,   5.  iii) 3  ,    

6.  A  i) t 6   ii)  1t 2   2t 10 ,    

7. 2E 8m ,   8. x 2     
9.  ii) 0  , αδύλαην,  0  , δύν ιύζεηο, 0 3    

ηέζζεξεηο ιύζεηο, 3   ηξείο ιύζεηο, 3   δύν 
ιύζεηο,  

10. iii) 2    δύν ιύζεηο, 0 2 ή 2 0        

ηέζζεξηο ιύζεηο, 1    ηξεηο ιύζεηο, 

2 ή 2      αδύλαην,    

11. x 1     
12.  iii)  f : ειάρηζην 2, g: ειάρηζην 0,  κέγηζην 2,   15. 

λαη,  

16. i)  

5x, 0 x 20

f x 10x 100, 20 x 40

5x 100, 40 x 60

 


   
   

, 

iii) x 22 ,    

17. ii) x 5 1  .     18. ii)  x 2, E 1,5  ,    

19. i) 4, 0 ii)    E x x 4   

21. Να ιάβεηε ππόςε όηη 
 Ρ(0)+Ρ(1)+…+Ρ(100)=1 
22. i) Ρ(Α΄)=1-Ρ(Α) θηι. 

ii)Να ρξεζηκνπνηήζεηε ηε κέζνδν ηεο εηο άηνπνλ 
απαγσγήο.    
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