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 ΔΜΗΠΥΠΔΗΠ 

3.1 ΔΜΗΠΥΠΔΗΠ 1νπ ΒΑΘΚΝ     

 

Ζ  Δμίζσζε αx + β = 0 
 

ην Γπκλάζην κάζακε ηνλ ηξόπν επίιπζεο ησλ 
εμηζώζεσλ ηεο κνξθήο αx + β = 0 γηα ζπγθεθξηκέλνπο 
αξηζκνύο α, β, κε α ≠ 0 Γεληθόηεξα ηώξα, ζα δνύκε πώο 
κε ηελ βνήζεηα ησλ ηδηνηήησλ ησλ πξάμεσλ, επηιύνπκε 
ηελ παξαπάλσ εμίζσζε, νπνηνηδήπνηε θαη αλ είλαη νη 
αξηζκνί α, β. 
Έρνπκε ινηπόλ 

x 0 x

x

           

   
 

Γηαθξίλνπκε ηώξα ηηο πεξηπηώζεηο: 
  Αλ α ≠ 0 ηόηε: 
 

x x


     


 

Δπνκέλσο, αλ α  ≠ 0 ε εμίζσζε έρεη αθξηβώο κία  
 

ιύζε, ηελ   x


 


. 

 
 

  Αλ α = 0, ηόηε ε εμίζσζε αx = - β γίλεηαη 0x = -β, ε 
νπνία: 

i) αλ είλαη β ≠ 0 δελ έρεη ιύζε θαη   γη απηό ιέκε όηη 

είλαη αδύλαηε, ελώ 

ii) αλ είλαη β = 0 έρεη ηε κνξθή 0x = 0 θαη αιεζεύεη γηα 
θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό x δειαδή είλαη 

ηαπηόηεηα. 
Ζ ιύζε ηεο εμίζσζεο αx + β = 0 θαη γεληθά θάζε 

εμίζσζεο ιέγεηαη θαη ξίδα απηήο. 

3 
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Γηα παξάδεηγκα 
 Γηα ηελ εμίζσζε 4(x - 5) = x - 5 έρνπκε: 

4(x 5) x 5 4x 20 x 5

4x x 20 5

3x 15

15
x 5.

3

      

   

 

  

 

Άξα, ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιύζε, ηελ x = 5. 
 

 Γηα ηελ εμίζσζε 3x - x - 3 = 2x Έρνπκε 

3x x 3 2x 3x x 2x 3 0x 3          
πνπ είλαη αδύλαηε. 

 

 Γηα ηε εμίζσζε 4(x - 5) - x = 3x - 20 έρνπκε

4x 20 x 3x 20 4x x 3x 20 20 0x 0            
πνπ είλαη ηαπηόηεηα. 

 

ΠΣΝΙΗΝ 
Όπσο βιέπνπκε ζηα παξαπάλσ παξαδείγκαηα, θάζε 
θνξά θαηαιήγνπκε ζε εμίζσζε ηεο κνξθήο αx + β = 0, 
ηεο νπνίαο νη ζπληειεζηέο α θαη β είλαη ζπγθεθξηκέλνη 
αξηζκνί θαη κπνξνύκε ακέζσο λα δνύκε πνηα από ηηο 
πξνεγνύκελεο πεξηπηώζεηο ηζρύεη. Γελ ζπκβαίλεη όκσο 
ην ίδην, αλ νη ζπληειεζηέο α θαη β ηεο εμίζσζεο  
αx + β = 0 εθθξάδνληαη κε ηε βνήζεηα γξακκάησλ. ε 
ηέηνηεο πεξηπηώζεηο, ηα γξάκκαηα απηά ιέγνληαη 

παξάκεηξνη, ε εμίζσζε ιέγεηαη παξακεηξηθή θαη ε 
εξγαζία πνπ θάλνπκε γηα ηελ εύξεζε ηνπ πιήζνπο ησλ 

ξηδώλ ηεο ιέγεηαη δηεξεύλεζε. 
 

Γηα παξάδεηγκα ε εμίζσζε 
 

 2 1 x 1 0,        

έρεη παξάκεηξν ην ι θαη γξάθεηαη ηζνδύλακα 
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2 21 x 1 0 1 x 1

1 1 x 1

           

       
 

 
Δπνκέλσο  
 

 Αλ ι ≠ -1 θαη ι ≠ 1, ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιύζε, ηελ 

   
1 1

x
1 1 1

 
 

     
 

 
 

 Αλ ι = -1, ε εμίζσζε γίλεηαη 0x = -2 θαη είλαη αδύλαηε. 
 Αλ ι = 1, ε εμίζσζε γίλεηαη 0x = 0 θαη είλαη ηαπηόηεηα. 

 
 

ΔΦΑΟΚΝΓΖ 
 

Έλαο πνδειάηεο πήγε από κηα πόιε Α ζε κία πόιε Β 
θαη επέζηξεςε από ηνλ ίδην δξόκν. Πηελ κεηάβαζε 
νδεγνύζε κε κέζε ηαρύηεηα 25km/h θαη μεθνπξά-
ζηεθε ελδηάκεζα 1 ώξα. Πηελ επηζηξνθή νδεγνύζε 
κε κέζε ηαρύηεηα 20 km/h θαη δελ έθαλε θακία 
ζηάζε. Αλ ν ζπλνιηθόο ρξόλνο ηνπ ηαμηδηνύ ήηαλ 10 
ώξεο, λα ππνινγηζηεί ην κήθνο ηεο δηαδξνκήο ΑΒ. 
 

ΙΠΖ 
 

Αλ x km είλαη ε απόζηαζε ΑΒ, ηόηε ν πνδειάηεο  
 

ρξεηάζηεθε 
x

25
 ώξεο γηα λα πάεη από ην Α ζην Β θαη 

x

20
  

 

 

ώξεο γηα λα επηζηξέςεη. Αθνύ μεθνπξάζηεθε θαη 1 ώξα,  
 

ν ζπλνιηθόο ρξόλνο ηνπ ηαμηδηνύ ήηαλ 
x x

1
25 20

    

 

Δπεηδή ν ρξόλνο απηόο είλαη 10 ώξεο έρνπκε ηελ  
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εμίζσζε: 
x x

1 10
25 20

    

 

Λύλνπκε ηελ εμίζσζε θαη έρνπκε: 
x x

1 10 4x 5x 100 1000
25 20

9x 900

x 100

      

 

 

 

 
Άξα ην κήθνο ηεο δηαδξνκήο είλαη 100 km. 
 

Δμηζώζεηο πνπ αλάγνληαη ζε εμηζώζεηο 1νπ βαζκνύ 
 

ηελ ζπλέρεηα ζα δνύκε, κε ηε βνήζεηα παξαδεηγκάησλ, 
πώο κπνξνύκε λα επηιύζνπκε εμηζώζεηο νη νπνίεο δελ 
είλαη κελ εμηζώζεηο 1νπ βαζκνύ, αιιά, κε θαηάιιειε 
δηαδηθαζία, αλάγνληαη ζε εμηζώζεηο 1νπ βαζκνύ. 
 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 1ν 
 

 

Να ιπζεί ε εμίζσζε 
2x 1

1
x 1 x 1

 
 

 

 

ΙΠΖ 
Ζ εμίζσζε απηή νξίδεηαη γηα θάζε x ≠ 1. Με απηόλ ηνλ 
πεξηνξηζκό έρνπκε: 

     

 

2 2

2

2

x 1 x 1
1 x 1 x 1 x 1

x 1 x 1 x 1 x 1

x x 1 1

x x 0

x x 1 0

x 0, αθνύ x 1.
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Δπνκέλσο ε εμίζσζε έρεη κνλαδηθή ιύζε, ηελ x = 0. 
 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 2o 
 

Να ιπζεί ε εμίζσζε 2x 1 x 3    

 
 

ΙΠΖ 
Από ηηο ηδηόηεηεο ησλ απνιύησλ ηηκώλ έρνπκε: 

 2x 1 x 3 2x 1 x 3 ή 2x 1 x 3            

Όκσο: 
2x 1 x 3 2x x 4 x 4         
 

 
2

2x 1 (x 3) 2x x 3 1 3x 2 x
3

                

 Δπνκέλσο ε εμίζσζε έρεη δπν ιύζεηο, ηνπο αξηζκνύο 4 

θαη 
2

3
  

ΠΣΝΙΗΝ 
Με ηνλ ίδην ηξόπν ιύλνπκε θάζε εμίζσζε ηεο κνξθήο 
|f(x)| = |g(x)|. 
 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 3o 
Να ιπζεί ε εμίζσζε 

|2x - 3| = 3x - 2 
 

ΙΠΖ 
Δπεηδή ην πξώην κέινο ηεο εμίζσζεο είλαη κε 
αξλεηηθό, γηα λα έρεη ιύζε ε εμίζσζε απηή πξέπεη θαη 
ην δεύηεξν κέινο ηεο λα είλαη κε αξλεηηθό. Γειαδή, 
πξέπεη: 

3x - 2 > 0 (1) 

9 / 82 



M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

iii) 
 x 

2
 - 

 x 

3
 = 

 x 

4
 - 

 x 

5
 - 

49

60
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iv) 1,2(x + 1) - 2,5 + 1,5x = 8,6 .

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ii) 2x - 
5 - x

3
 = - 

 5 

3
 + 

7x

3
  .

Με απηόλ ηνλ πεξηνξηζκό, ιόγσ ησλ ηδηνηήησλ ησλ 
απόιπησλ ηηκώλ, έρνπκε: 

2x 3 3x 2 2x 3 3x 2 ή 2x 3 2 3x

2x 3x 2 3 ή 2x 3x 2 3

x 1 ή 5x 5

x 1 ή x 1

         

       

   

   

 

 
 

Από ηηο παξαπάλσ ιύζεηο δεθηή είλαη κόλν ε x = 1, 
δηόηη κόλν απηή ηθαλνπνηεί ηνλ πεξηνξηζκό (1). 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
Με ηνλ ίδην ηξόπν ιύλνπκε εμηζώζεηο ηεο κνξθήο  
|f(x)| = g(x). 
 

 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

 

i) 4x - 3(2x - 1) = 7x - 42 
 
 
 

2. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 
 

i) 2(3x - 1) - 3(2x -1) = 4 
 

3. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηεο 
παξακέηξνπ  ι   R  

 

i) (ι - 1)x = ι - 1  ii) (ι - 2)x = ι 

iii) ι(ι -1)x = ι - 1  iv) ι (ι -1)x = ι
2
 + ι 

 
 
 

M at h Com poser  1. 1. 5
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ii) 
1 - 4x

5
 - 

x - 1

4
 = 

x - 4

20
 + 

 5 

4
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ii) 
 1 

R
 = 

 1 

R1

 + 
 1 

R2

 
 

4. ην παξαθάησ νξζνγώλην  
ηξαπέδην λα βξεζεί ε ζέζε ηνπ  
ζεκείνπ Μ ζηελ ΑΓ ώζηε γηα ηα  
εκβαδά 

1 2( ), ( )     
 

 θαη  
 

3 ( )  


 λα ηζρύεη: 
 

i) Δ1 + Δ2 = Δ3   ii) Δ1 = Δ2 
 

5. Από θεθάιαην 4000 € έλα κέξνο ηνπ θαηαηέζεθε ζε 

κηα ηξάπεδα πξνο 5% θαη ην ππόινηπν ζε κηα άιιε 

ηξάπεδα πξνο 3%. Ύζηεξα από 1 ρξόλν 

εηζπξάρζεθαλ ζπλνιηθά 175€ ηόθνη. Πνην πνζό 

ηνθίζηεθε πξνο 5% θαη πνην πξνο 3%; 
 

 
6. Να επηιπζνύλ νη παξαθάησ ηύπνη σο πξνο ηελ 
αλαθεξόκελε κεηαβιεηή: 

i) λ = λ0 + αt, α ≠ 0 (σο πξνο ην t) 
 

         (σο πξνο ην R1). 
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Α 

  

 

Β 

  

 

Γ 

  

 

Γ 

  

 

3 

  

 

5 

  

 

Κ 

  

 

x 

  

 

E1 

  

 
E2 

  

 

E3 

  

 

5 
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i) 
x

x - 1
 = 

1

x
2
 - x

M at h Com poser  1. 1. 5
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ii) 
x + 1

x
2
 - 1

 + 
2

x
2
 - 2x + 1

 = 0 .

M at h Com poser  1. 1. 5
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i) 
1

x - 1
 + 

1

x + 1
 = 

2

x
2
 - 1

M at h Com poser  1. 1. 5
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ii) 
3

x + 2
 - 

 2 

x
 = 

x - 4

x
2
 + 2x

M at h Com poser  1. 1. 5
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iii) 
1

x + 2
 = 

x

x
2
 - 4

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

iv) 
x

2
 - x

x
2
 - 1

 = 
x

x + 1

7. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) x
2
 (x - 4) + 2x(x - 4) + (x - 4) = 0. 

ii) (x - 2 )
2 

- (2 - x) (4 + x) = 0. 

 

8. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) x(x
2
 -1) - x

3
 + x

2
 = 0    ii) (x +1) + x

2
 - 1 = 0 

 
9. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) x(x - 2)
2
 = x

2
 - 4x + 4  ii) (x

2
 - 4)(x - 1) = (x

2 
- 1)(x - 2). 

 

10. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) x
3
 - 2x

2
 - x + 2 = 0  ii) x

3
 - 2x

2 
- (2x -1)(x - 2) = 0. 

 

11. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 
 
  
 

12. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 
 
 
 
 
 
 

13. Να βξείηε ηξεηο δηαδνρηθνύο αθέξαηνπο ηέηνηνπο 
ώζηε ην άζξνηζκα ηνπο λα ηζνύηαη κε ην γηλόκελν ηνπο. 
 

 
14. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i)  |2x - 3| = 5         ii)  |2x - 4| = |x - 1| 

iii) |x - 2| = 2x -1   iv) |2x -1| = x - 2. 
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M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) 
|x| + 4

3
 - 

|x| + 4

5
 = 

 2 

3

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ii) 
2|x| + 1

3
 - 

|x| - 1

2
 = 

 1 

2

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

i) 








3 - x

3 + x
 = 4

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

ii) 
x - α

β
 = 

x - β

α

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

 x 

α
 - 

 x 

β
 = 1 ;

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x + α

x - α
 = 

x
2

x
2
 - α

2

15. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 
 
 
 

16. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 
 

 
ii) |x - 1| |x - 2| = |x - 1| 

 

B΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να απνδείμεηε όηη νη εμηζώζεηο: 

 

i) (x + α)
2 

- (x - β)
2
 = 2α(α + β)  

 

 

έρνπλ πάληα ιύζε, νπνηνηδήπνηε θαη αλ είλαη νη  
πξαγκαηηθνί αξηζκνί α, β. 

 

2. Πνηνί πεξηνξηζκνί πξέπεη λα ηζρύνπλ γηα ηα α, β   R,  
 

ώζηε λα έρεη ιύζε ε εμίζσζε 
 

3. Πόζν θαζαξό νηλόπλεπκα πξέπεη λα πξνζζέζεη έλαο 
θαξκαθνπνηόο ζε 200ml δηάιπκα νηλνπλεύκαηνο 

πεξηεθηηθόηεηαο 15%, γηα λα πάξεη δηάιπκα 

νηλνπλεύκαηνο πεξηεθηηθόηεηαο 32%; 
 

 
4. Έλα απηνθίλεην Α θηλείηαη κε 100km/h. Έλα δεύηεξν 

απηνθίλεην Β πνπ θηλείηαη κε 120km/h πξνζπεξλάεη 
ην Α. ε πόζα ιεπηά ηα δπν απηνθίλεηα ζα απέρνπλ 

1km; 
 

 
5. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε                            γηα όιεο ηηο  
 

ηηκέο ηνπ α    R. 
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M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
3
 - 8

x - 2
 = x

2
 + 4

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

x
2
 - 2x + 1 = |3x - 5|

6. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
 
  
 

 
7. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  |2|x|-1| = 3. 

 
8. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε 
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3.2 Ζ ΔΜΗΠΥΠΖ x
λ
 = α      

 

 Έζησ ε εμίζσζε x
3
 = 8. Όπσο αλαθέξακε ζηνλ 

νξηζκό ηεο λ-νζηήο ξίδαο κε αξλεηηθνύ αξηζκνύ, ε 

εμίζσζε  x
3
 = 8 έρεη αθξηβώο κηα ζεηηθή ιύζε, ηελ 

3 8 2.   
 

Ζ εμίζσζε απηή δελ έρεη κε αξλεηηθέο ιύζεηο, γηαηί, 

γηα θάζε x ≤ 0 ηζρύεη x
3
 ≤ 0. 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε x
3
 = 8 έρεη αθξηβώο κηα ιύζε, 

ηελ 3 8.  

 
Γεληθόηεξα: 
 

 

Ζ εμίζσζε x
λ
 = α, κε α > 0 θαη λ πεξηηηό θπζηθό  

 

αξηζκό, έρεη αθξηβώο κηα ιύζε ηελ v  . 
 

 

 

 Έζησ ε εμίζσζε x
4
 = 16. Όπσο θαη πξνεγνπκέλσο ε 

εμίζσζε απηή έρεη αθξηβώο κηα ζεηηθή ιύζε ηελ 
4 16 2 . Ζ εμίζσζε απηή όκσο έρεη σο ιύζε θαη ηελ 

4 16 2   , αθνύ    
4 4

4 416 16 16   . Δπνκέλσο ε  

εμίζσζε x
4
 = 16 έρεη αθξηβώο δύν ιύζεηο, ηελ 4 16 2   

 

θαη ηελ 4 16 2    
 

Γεληθόηεξα: 
 

 

Ζ εμίζσζε x
λ
 = α, κε α > 0 θαη λ άξηην  θπζηθό  

 

αξηζκό, έρεη αθξηβώο δύν ιύζεηο ηελ v   θαη v  . 
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 Έζησ ε εμίζσζε x
3
 = -8. Έρνπκε δηαδνρηθά: 

 

 
33 3 3 3x 8 x 8 x 8 x 8 x 8 2               

 
 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε απηή έρεη αθξηβώο κηα ιύζε,  
 

ηελ 3 8 2.    
Γεληθόηεξα: 
 

 

Ζ εμίζσζε x
λ
 = α, κε α < 0 θαη λ πεξηηηό θπζηθό  

 

αξηζκό, έρεη αθξηβώο κηα ιύζε ηελ v  . 
 

 

 

 Έζησ ε εμίζσζε x
4
 = -4. Δπεηδή γηα θάζε x ηζρύεη  

x
4
 ≥ 0, ε εμίζσζε είλαη αδύλαηε. 

 

Γεληθόηεξα: 
 

 

Ζ εμίζσζε x
λ
 = α, κε α < 0 θαη λ άξηην θπζηθό αξηζκό,  

είλαη αδύλαηε. 
 

 

Από ηα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα θαη από ην γεγνλόο 

όηη ε εμίζσζε v vx , κε    , έρεη πξνθαλή ιύζε ηελ 

x = α, πξνθύπηεη όηη: 

 Αλ ν λ πεξηηηόο ηόηε ε εμίζσζε  x
v
 = α

λ
  έρεη 

κνλαδηθή ιύζε, ηελ x = α. 

 Αλ ν λ άξηηνο ηόηε ε εμίζσζε  x
v
 = α

λ
  έρεη δύν 

ιύζεηο, ηηο x1 = α θαη x2 =- α. 
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ΔΦΑΟΚΝΓH 
 

Λα ιπζεί ε εμίζσζε x
4
 + 8x = 0. 

 
 
 

ΙΠΖ 

 4 3

3

3

x 8x 0 x x 8 0

x 0 ή x 8

x 0 ή x 8 2.

    

   

     

 

 
 

 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 
 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) x
3
 - 125 = 0   ii) x

5
 - 243 = 0  iii) x

7
 - 1 = 0 

 

 
2. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) x
3
 + 125  ii) x

5
 + 243 = 0 iii) x

7
 + 1 = 0 

 

 
3. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) x
2
 - 64  ii) x

4
 - 81 = 0  iii) x

6
 - 64 = 0 

 
4. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) x
5
 - 8x

2
 = 0 ii) x

4
 + x = 0 iii) x

5
 + 16x = 0 

 

 

5. Έλα νξζνγώλην παξαιιειεπίπεδν έρεη όγθν 81m
3
 

θαη δηαζηάζεηο x, x θαη 3x. Να βξείηε ηηο δηαζηάζεηο 
ηνπ παξαιιειεπηπέδνπ. 
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6. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

i) (x + 1)
3
 = 64 ii) 1 + 125x

3
 = 0  

iii) (x - 1)
4
 - 27(x - 1) = 0. 
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3.3 ΔΜΗΠΥΠΔΗΠ 2νπ ΒΑΘΚΝ 

 

Ζ εμίζσζε αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 

 

 

Ζ ιύζε πνιιώλ πξνβιεκάησλ ηεο Γεσκεηξίαο, ηεο 
Φπζηθήο θαζώο θαη άιισλ επηζηεκώλ αλάγεηαη ζηελ 
επίιπζε κηαο εμίζσζεο ηεο κνξθήο: 
 

αx
2
 + βx + γ = 0, κε α ≠ 0   (1) 

 

ε νπνία ιέγεηαη εμίζσζε δεπηέξνπ βαζκνύ. 
 

 

Γηα παξάδεηγκα, έζησ ν ηύπνο   2
0

1
S v t t

2
    όπνπ S  

ην δηάζηεκα πνπ δηαλύεη θηλεηό ζε ρξόλν t, κε αξρηθή 

ηαρύηεηα v0 θαη επηηάρπλζε γ. Αλ ζεσξήζνπκε σο 

άγλσζην ηνλ ρξόλν t, ηόηε πξνθύπηεη ε εμίζσζε: 

2
0

1
t v t S 0

2
     

 
ε νπνία είλαη εμίζσζε δεπηέξνπ βαζκνύ. 
 

ηε ζπλέρεηα ζα επηιύζνπκε ηελ εμίζσζε δεπηέξνπ 
βαζκνύ ζηε γεληθή ηεο κνξθή κε ηε κέζνδν ηεο 

«ζπκπιήξσζεο ηνπ ηεηξαγώλνπ». 
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Έρνπκε: 

2 2

2

2

2
2

2 2

2 2

2

x x 0 x x 0 [αθoύ 0 ]

x x

x 2x
2

x 2x
2 4 4

4
x

2 4

 
           

 

 
   

 

 
    

 

   
      

  

    
   

  
 

Αλ ζέζνπκε Γ = β
2
 - 4αγ, ηόηε ε ηειεπηαία εμίζσζε 

γίλεηαη: 
2

2
x

2 4

  
  

  
 (2) 

 
Γηαθξίλνπκε ηώξα ηηο εμήο πεξηπηώζεηο: 

 Αλ Γ > 0, ηόηε έρνπκε: 
 

x ή x
2 2 2 2

   
    

   
 

δειαδή 
 

x ή x
2 2

     
 

 
  

 
Δπνκέλσο ε εμίζσζε (2), άξα θαη ε ηζνδύλακή ηεο (1), 
έρεη δύν ιύζεηο άληζεο ηηο: 
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 1 2x θαη x
2 2

     
 

 
  

 
 

Γηα ζπληνκία νη ιύζεηο απηέο γξάθνληαη 
 

1,2x .
2

  



 

 
 Αλ Γ = 0, ηόηε ε εμίζσζε (2) γξάθεηαη: 

2

x 0 x x 0
2 2 2

x =0 ή  x =0
2 2

 x ή  x
2 2

       
           

       

 
  

 

 
    

 

 

ηελ πεξίπησζε απηή ιέκε όηη ε εμίζσζε έρεη δηπιή  
 

ξίδα ηελ 
2





. 

 Αλ Γ < 0, ηόηε ε εμίζσζε (2), άξα θαη ε ηζνδύλακή ηεο 

(1), δελ έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο, δειαδή είλαη αδύλαηε 
ζην R. 

Ζ αιγεβξηθή παξάζηαζε Γ = β
2
 - 4αγ, από ηελ ηηκή ηεο 

νπνίαο εμαξηάηαη ην πιήζνο ησλ ξηδώλ ηεο εμίζσζεο 

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0, νλνκάδεηαη δηαθξίλνπζα απηήο. 

Σα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα ζπλνςίδνληαη ζηνλ 
αθόινπζν πίλαθα: 
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Γ = β
2
 - 4αγ Ζ εμίζσζε  

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 

Γ > 0 Έρεη δύν ξίδεο άληζεο ηηο     

1,2x
2

  



 

Γ = 0  

Έρεη κηα δηπιή ξίδα ηε x
2


 


 

Γ < 0 Δίλαη αδύλαηε ζην R. 

 
Γηα παξάδεηγκα 

 Ζ εμίζσζε 2x
2
 - 3x + 1 = 0 έρεη  

Γ = (-3)
2
 - 4   2   1 = 1 > 0, νπόηε έρεη δπν ξίδεο ηηο  

1
3 1

x 1
2 2


 


   θαη   2

3 1 1
x

2 2 2


 


 

 

 
 

 Ζ εμίζσζε x
2
 - 4x + 4 = 0 έρεη  Γ = (-4)

2
 - 4 • 1 • 4 = 0,  

 

νπόηε έρεη κηα δηπιή ξίδα ηελ 
 4

x 2
2 1

 
 


. 

 

 

Ζ παξαπάλσ εμίζσζε ιύλεηαη ζύληνκα σο εμήο: 
2 2x 4x 4 0 (x 2) 0 x 2 (δηπιή ξίδα).         

 Ζ εμίζσζε 2x
2
 - 3x + 4 = 0 έρεη  

Γ = (-3)
2
 - 4 • 2 • 4 = -23 < 0, νπόηε δελ έρεη 

πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

ηελ πεξίπησζε πνπ ε εμίζσζε  αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 

έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο x1,x2, έρνπκε: 
 
 

1 2
2

x x
2 2 2

        
     

   
   θαη 

• 
 

• 
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22

1 2 2

2 2

2 2

x x
2 2 4

4 4

4 4

       
   

  

      
  

 

 

 

Αλ κε S ζπκβνιίζνπκε ην άζξνηζκα x1 + x2 θαη κε P ην 

γηλόκελν x1 • x2, ηόηε έρνπκε ηνπο ηύπνπο: 

 

S


 

 θαη P





 

 
πνπ είλαη γλσζηνί σο ηύπνη Vieta. 
 

Ζ εμίζσζε αx
2
 + βx + γ = 0, κε ηελ βνήζεηα ησλ ηύπσλ 

ηνπ Vieta, κεηαζρεκαηίδεηαη σο εμήο: 

 

2 2

2
1 2 1 2

2

x x 0 x x 0

x x x x x x 0

x Sx P 0

 
         

 

      

   

 

 

Ζ ηειεπηαία κνξθή ηεο εμίζσζεο αx
2
 + βx + γ = 0 καο 

δίλεη ηε δπλαηόηεηα λα ηελ θαηαζθεπάζνπκε, όηαλ 
γλσξίδνπκε ην άζξνηζκα θαη ην γηλόκελν ησλ ξηδώλ ηεο. 
 
Γηα παξάδεηγκα ε εμίζσζε κε άζξνηζκα ξηδώλ 3 θαη  
 

γηλόκελν 2  είλαη ε 2x 3x 2 0.    
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ΔΦΑΡΜΟΓΔ 
 

1ε Λα ιπζεί ε εμίζσζε:  2x 2 3 1 x 4 3 0     

 

ΙΠΖ 
Ζ δηαθξίλνπζα είλαη: 

     
2 2 2

4 3 1 4 4 3 4 3 2 3 1 4 3 1
 

           
 

 

Δπνκέλσο ε εμίζσζε έρεη δπν ξίδεο ηηο 
 

     
2

1,2

2 3 1 4 3 1 2 3 2 2 3 1
x

2 2

2 3

2

     
  

 
 

2ε Έλαο βξάρνο βξίζθεηαη ζηελ θνξπθή ηεο 
ραξάδξαο ελόο πνηακνύ, ε νπνία έρεη βάζνο 
300m. Ξόζνο ρξόλνο απαηηείηαη κέρξη ηε ζηηγκή, 
πνπ ν βξάρνο ζα αγγίμεη ην λεξό ηνπ πνηακνύ, αλ 
ν βξάρνο 
i) πέζεη από ηελ θνξπθή; 
ii) εθζθελδνληζηεί θαηαθόξπθα πξνο ηα θάησ κε 

ηαρύηεηα 50 m/sec; Γίδεηαη όηη g   10 m/sec2. 
 

ΙΠΖ 
i) Δίλαη γλσζηό από ηελ Φπζηθή όηη ην δηάζηεκα S πνπ 

δηαλύεη έλα ζώκα ζηελ ειεύζεξε πηώζε ζε ρξόλν t  
 

sec είλαη: 21
S gt

2
  

 

Δπεηδή 
2

m
S 300m θαη g 10

sec
      έρνπκε:  
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2 2 21
10t 300 5t 300 t 60 t 60 t 7,75

2
         

 
 

Ζ αξλεηηθή ξίδα δελ είλαη απνδεθηή, δηόηη ν ρξόλνο ζην 
ζπγθεθξηκέλν πξόβιεκα δελ κπνξεί λα είλαη αξλεηηθόο. 
Άξα t 7,75sec . 
 

ii) Όηαλ ην ζώκα έρεη αξρηθή ηαρύηεηα v0, ην δηάζηεκα  
 

πνπ δηαλύεη ζε ρξόλν t sec είλαη: 2
0

1
S v t t

2
    

 

Δπεηδή 0
m

v 50
sec

  θαη t > 0 ζα έρνπκε : 

2 2

2

1
10t 50t 300 5t 50t 300 0

2

t 10t 60 0

10 100 4 60 10 18,43
t 4,22 sec.

2 2

     

   

     
  

 
 

Άξα, ν δεηνύκελνο ρξόλνο είλαη πεξίπνπ 4,22sec. 
 

ΠΣΝΙΗΝ 
Καηά ηελ επίιπζε ελόο πξνβιήκαηνο, όπσο είδακε θαη 
παξαπάλσ, δελ πξέπεη λα μερλάκε λα ειέγρνπκε, αλ νη 
ιύζεηο πνπ βξήθακε είλαη εύινγεο. 
 

Δμηζώζεηο πνπ αλάγνληαη ζε εμηζώζεηο 2νπ βαζκνύ 
 

ηε ζπλέρεηα ζα δνύκε, κε ηε βνήζεηα παξαδεηγκάησλ, 
πώο κπνξνύκε λα επηιύζνπκε εμηζώζεηο νη νπνίεο δελ 
είλαη κελ 2νπ βαζκνύ, αιιά, κε θαηάιιειε δηαδηθαζία, 
αλάγνληαη ζε εμηζώζεηο 2νπ βαζκνύ. 
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ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 1ν: 
 

Να ιπζεί ε εμίζσζε 

x
2
 - 2|x| - 3 = 0. 

 

 

ΙΠΖ 
 

Δπεηδή x
2
 = |x|

2
, ε εμίζσζε γξάθεηαη: 

|x|
2
 - 2|x| - 3 = 0 

Αλ ζέζνπκε |x| = σ, ηόηε ε εμίζσζε γίλεηαη 

σ
2
 - 2σ - 3 = 0. 

Ζ εμίζσζε απηή έρεη ξίδεο ηηο σ1 = 3 θαη σ2 = -1. Από 

απηέο δεθηή είλαη κόλν ε ζεηηθή, αθνύ σ = |x| ≥ 0. 
Δπνκέλσο |x| = 3, πνπ ζεκαίλεη 
x = -3 ή x = 3. 
 

 
ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 2ν: 
 

Να ιπζεί ε εμίζσζε: 
 

2

2

3x 1 2 2x x 1

x 1 x x x

  
 

 
 

 
ΙΠΖ 
 

Γηα λα νξίδεηαη ε εμίζσζε πξέπεη x - 1 ≠ 0 θαη x
2
 - x ≠ 0, 

δειαδή x ≠ 0 θαη x ≠ 1. Με απηνύο ηνπο πεξηνξηζκνύο 
ηνπ x έρνπκε: 
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2

2

2

2

2

3x 1 2 2x x 1

x 1 x x x

3x 1 2 2x x 1
x x 1 x x 1 x x 1

x 1 x x x 1

x 3x 1 x 1 2 2x x 1

x 4x 3 0

  
 

 

  
     

 

      

   

 

Ζ ηειεπηαία εμίζσζε έρεη ξίδεο  x1 = 1 θαη x2 = 3. Από 

απηέο, ιόγσ ηνπ πεξηνξηζκνύ, δεθηή είλαη κόλν ε x2 = 3. 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 3ν: 
 

Να ιπζεί ε εμίζσζε: 
 

2x
4
 - 7x

2
 - 4 = 0                (1) 

 

 

ΙΠΖ 
 

Αλ ζέζνπκε x
2
 = y ε εμίζσζε γίλεηαη: 

2y
2
 - 7y - 4 = 0         (2) 

 

 

Ζ εμίζσζε 2y
2
 - 7y - 4 = 0 έρεη ξίδεο ηηο y1 = 4 θαη 

2
1

y .
2

   

 
 

Δπεηδή y = x
2
 ≥ 0, δεθηή είλαη κόλν ε y1 = 4. 

Δπνκέλσο, νη ξίδεο ηεο (1) είλαη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο  

x
2
 = 4, δειαδή νη x1 = -2 θαη x2 = 2. 

 

 

ΠΣΝΙΗΝ 
 

Ζ κέζνδνο πνπ αθνινπζήζακε ζην παξαπάλσ 
παξάδεηγκα εθαξκόδεηαη θαη γηα ηελ επίιπζε θάζε 
εμίζσζεο ηεο κνξθήο: 
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αx
4
 + βx

2
 + γ = 0, κε α ≠ 0 

Οη εμηζώζεηο ηεο κνξθήο απηήο νλνκάδνληαη 

δηηεηξάγσλεο εμηζώζεηο. 
 

 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 
 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο:  

i) 2x
2
 - 5x + 3 = 0   ii) x

2
 - 6x + 9 = 0   iii) 3x

2
 + 4x + 2 = 0. 

 

 
2. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 

i) x
2
 - 1,69 = 0 ii) 0,5x

2
 - x = 0 iii) 3x

2
 + 27 = 0 

 

3. Να απνδείμεηε όηη νη παξαθάησ εμηζώζεηο έρνπλ 
πξαγκαηηθέο ξίδεο: 

i) ιx
2
 + 2x - (ι - 2) = 0, ι ≠ 0 

ii) αx
2
 + (α + β)x + β = 0, α ≠ 0 

 
4. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ   γηα ηηο νπνίεο ε εμίζσζε 

κx
2
 + 2x + κ = 0,  κ ≠ 0 έρεη δηπιή ξίδα. 

 

 
5. Αλ α ≠ β, λα δείμεηε όηη είλαη αδύλαηε ζην   ε 

εμίζσζε (α
2
 + β

2
)x

2
 + 2(α + β)x + 2 = 0. Να εμεηάζεηε 

ηελ πεξίπησζε πνπ είλαη α = β. 
 

 
6. Να βξείηε ηελ εμίζσζε 2νπ βαζκνύ πνπ έρεη ξίδεο 

ηνπο αξηζκνύο 

 i) 2 θαη 3     ii) 1 θαη 
1

2
 iii)  5 2 6  θαη 5 2 6 . 

 

7. Να βξείηε δπν αξηζκνύο, εθόζνλ ππάξρνπλ, πνπ λα 
έρνπλ 
i) Άζξνηζκα 2 θαη γηλόκελν -15. 

ii) άζξνηζκα 9 θαη γηλόκελν 10. 
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8. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο:  

i)  2x 5 3 x 15 0     ii)  2x 2 1 x 2 0.     

 

9. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε  x
2
 + α

2
 = β

2
 - 2αx, γηα ηηο 

δηάθνξεο ηηκέο ησλ ,  . 
 

 

10. Να βξείηε ηηο πιεπξέο ελόο νξζνγσλίνπ κε 
πεξίκεηξν 68cm θαη δηαγώλην 26cm. 

 

11. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

 i) x
2
- 7|x| + 12 = 0  ii) x

2
 + 2|x| - 35 = 0  

 iii)  x
2
- 8|x| + 12 = 0. 

 

12. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε (x - 1)
2
 + 4|x - 1| - 5 = 0. 

 

 

13. Να ιύζεηε ηελ εμίζσζε

2
1 1

x 5 x 6 0
x x

   
       

   
 

 

14. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 
 

 

i) 
x x 1 13

x 1 x 6


 


 ii) 

2

2

2 2x 3 2 x
0

x x 2 x 2x

 
  

 
 

 
 

15. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο 

 i) x
4
 + 6x

2
 - 40 = 0  ii) 4x

4
 + 11x

2
 - 3 = 0  

 iii) 2x
4
 + 7x

2
 + 3 = 0. 
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Β' ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Γίλεηαη ε εμίζσζε  α
2
x

2
 - 2α

3
x + α

4
 - 1 = 0, κε α ≠ 0. 

i) Να δείμεηε όηη ε δηαθξίλνπζα ηεο εμίζσζεο είλαη  

Γ = 4α
2
. 

ii) Να δείμεηε όηη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο είλαη νη  

       
2 1 


    θαη  

2 1
.

 


     

 

2. Γίλεηαη ε εμίζσζε    2x 5 2 x 6 3 2 0.      

 
i) Να δείμεηε όηη ε δηαθξίλνπζα ηεο εμίζσζεο είλαη  
 

 
2

1 2 .    

 

ii) Να δείμεηε όηη νη ξίδεο ηεο εμίζσζεο είλαη νη 3 θαη  
 

2 2 . 
 

 

3. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ γηα   ηηο νπνίεο ε εμίζσζε 

2x
2
 + (α - 9)x + α

2
 + 3α + 4 = 0 έρεη δηπιή ξίδα. 

 

4. Αλ ν αξηζκόο ξ είλαη ε ξίδα ηεο εμίζσζεο  

αx
2
 + βx + γ = 0, κε  α  γ ≠ 0, λα δείμεηε όηη ν αξηζκόο  

 

 
1


  είλαη ε ξίδα ηεο εμίζσζεο   γx

2
 + βx + α = 0. 

 

 
 
5. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 
 

 i) 
1 1

x , 0
x

     


  

  ii) 
x

, , 0
x
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6. Γίλεηαη ε εμίζσζε x
2
 + 2ιx - 8 = 0 

i) Να δείμεηε όηη ε εμίζσζε έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο  
γηα θάζε  . 

ii) Αλ ε κηα ξίδα ηεο εμίζσζεο ηζνύηαη κε ην  
ηεηξάγσλν ηεο άιιεο, ηόηε λα βξεζνύλ νη ξίδεο θαη  
ε ηηκή ηνπ ι. 

 

 

7. Να εμεηάζεηε αλ ππάξρνπλ δηαδνρηθνί αθέξαηνη πνπ 
λα είλαη κήθε πιεπξώλ νξζνγσλίνπ ηξηγώλνπ. 

 

 
8. Ζ ζεκαία ηνπ δηπιαλνύ  

ζρήκαηνο έρεη δηαζηάζεηο  
4m θαη 3m αληηζηνίρσο. Να  
βξείηε πιάηνο d ηνπ ζηαπξνύ,  
αλ γλσξίδνπκε όηη ην  
εκβαδόλ ηνπ είλαη ίζν κε ην  
εκβαδόλ ηνπ ππόινηπνπ  
κέξνπο ηεο ζεκαίαο. 

 

9. Μηα θαηαζθεπαζηηθή εηαηξεία δηαζέηεη δπν κεραλήκα-
ηα Α θαη Β. Σν κεράλεκα Β ρξεηάδεηαη 12 ώξεο πε-
ξηζζόηεξν από όηη ην κεράλεκα Α γηα λα ηειεηώζεη  
έλα ζπγθεθξηκέλν έξγν. Ο ρξόλνο πνπ απαηηείηαη γηα  
λα ηειεηώζεη ην έξγν, αλ ρξεζηκνπνηεζνύλ θαη ηα  
δπν κεραλήκαηα καδί είλαη 8 ώξεο. Να βξείηε ην  
ρξόλν πνπ ζα ρξεηαδόηαλ ην θάζε κεράλεκα γηα λα  
ηειεηώζεη ην έξγν απηό αλ εξγαδόηαλ κόλν ηνπ. 

 

10. Δίλαη γλσζηό όηη κηα ξίδα ηεο εμίζσζεο  

x
4
 - 10x

2
 + α = 0 είλαη ν αξηζκόο 1. Να βξείηε ην α θαη  

λα ιύζεηε ηελ εμίζσζε. 
 

 

 

Γ 

  

 

Ξ 

  

 

Δ 

  

 

Α 

  

 

Μ 

  

 Ν 

  

 

Κ 

  

 

Ε 

  

 

Η 

  

 
Ζ 

  

 

Θ 

  

 

Β 

  

 

Θ 

  

 

Ι 

  

 

Γ 

  

 

Λ 

  

 

d 

  

 
d 
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ΔΟΥΡΖΠΔΗΠ ΘΑΡΑΛΝΖΠΖΠ 
 

 

I. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο λα 
θπθιώζεηε ην γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
αιεζήο γηα όινπο ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο α, β 
θαη γ. Γηαθνξεηηθά λα θπθιώζεηε ην γξάκκα Τ. 
 

1. 
Ζ εμίζσζε (α - 1)x = α(α -1) έρεη κνλαδηθή 
ιύζε ηελ x = α.  

A Φ 

2. 
H εμίζσζε (|x| + 1)(|x| + 2)  = 0  είλαη 
αδύλαηε. 

Α Φ 

3. 
Ζ εμίζσζε (|x| - 1)(|x| - 2|) = 0 έρεη δύν 
πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

A Φ 

4. 
Ζ εμίζσζε (|x| - 1)(|x| + 2|) = 0 έρεη δύν 
πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

Α Φ 

5. Ζ εμίζσζε |x| = x - 2 έρεη κνλαδηθή ιύζε. Α Φ 

6. Ζ εμίζσζε |x| = 2 - x έρεη κνλαδηθή ιύζε. Α Φ 

7. 

Αλ νη ζπληειεζηέο α θαη γ ηεο εμίζσζεο 

αx
2
 + βx + γ = 0 είλαη εηεξόζεκνη, ηόηε ε 

εμίζσζε έρεη δύν ξίδεο άληζεο. 

Α Φ 

8. 

Αλ δύν εμηζώζεηο 2νπ βαζκνύ έρνπλ ηηο 
ίδηεο ξίδεο, ηόηε νη ζπληειεζηέο ησλ ίζσλ 
δπλάκεσλ ηνπ x ησλ εμηζώζεσλ απηώλ 
είλαη ίζνη. 

Α Φ 

9. 
Ζ εμίζσζε αx

2
 + 2x - α = 0 έρεη δύν ξίδεο 

πξαγκαηηθέο θαη άληζεο. 
Α Φ 

10. 
Ζ εμίζσζε x

2
 - 4αx + 4α

2
 = 0, κε α ≠ 0, έρεη 

δύν ξίδεο πξαγκαηηθέο θαη άληζεο. 
A Φ 

11. 
Ζ εμίζσζε α

2
x

2
 - 2αx + 2 = 0, κε α ≠ 0, δελ 

έρεη πξαγκαηηθέο ξίδεο. 
Α Φ 

12. 
Ζ εμίζσζε 2x

2
 + 3αx + α

2
 = 0 δελ έρεη 

πξαγκαηηθέο ξίδεο. 
Α Φ 
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13. 

 

Ζ εμίζσζε 2 1
x x 1 0

 
     

 
 κε α ≠ 0,1  

 

έρεη δύν άληζεο θαη αληίζηξνθεο 
πξαγκαηηθέο ξίδεο. 

Α Φ 

14. 

 

Οη εμηζώζεηο 
2x 3x 2

0
x 1

 



 θαη 

 

x
2
 - 3x + 2 = 0 έρνπλ ηηο ίδηεο ιύζεηο. 

Α Φ 

15. 

 

Οη εμηζώζεηο 
2

2

2x 3x 1
5

x 1

 



 θαη  

(2x
2
 + 3x + 1) = 5(x

2
 - 1) έρνπλ ηηο ίδηεο 

ιύζεηο. 

A Φ 

16. 

Τπάξρνπλ πξαγκαηηθνί αξηζκνί x θαη y 
πνπ λα έρνπλ άζξνηζκα S = -10 θαη 
γηλόκελν  
P = 16. 

Α Φ 

17. 
Τπάξρνπλ πξαγκαηηθνί αξηζκνί x θαη y 
πνπ λα έρνπλ άζξνηζκα S = 10 θαη 
γηλόκελν P = 25.  

Α Φ 

18. 
Τπάξρνπλ πξαγκαηηθνί αξηζκνί x θαη y 
πνπ λα έρνπλ άζξνηζκα S = 2 θαη 
γηλόκελν P = 2. 

Α Φ 

 
ΗΗ Να εληνπίζεηε ην ιάζνο ζηνπο παξαθάησ   
     ζπιινγηζκνύο: 

1.  Ζ εμίζσζε (2x - 1)(x + 2) = (3 - 2x)(x + 2) γξάθεηαη   
ηζνδύλακα:  
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(2x 1)(x 2) (3 2x)(x 2)

2x 1 3 2x

4x 4 x 1.

    

   

   

 

 
Όκσο θαη ν αξηζκόο x = -2 επαιεζεύεη ηε δνζείζα  
εμίζσζε. 

 
2. Ζ εμίζσζε |2x - 1| = x - 2 γξάθεηαη ηζνδύλακα: 

|2x - 1| = x - 2      2x - 1 = x - 2 ή  
2x - 1 = 2 - x       x = -1 ή  x = 1. 
Όκσο θακία από ηηο ηηκέο απηέο ηνπ x  
δελ επαιεζεύεη ηε δνζείζα εμίζσζε. 

 

ΗΠΡΝΟΗΘΝ ΠΖΚΔΗΥΚΑ 
 

 
Από ηα αξραία ρξόληα νη καζεκαηηθνί ρξεζηκνπνίεζαλ 
δηάθνξεο ηερληθέο γηα λα ιύζνπλ κηα εμίζσζε 2νπ 
βαζκνύ. 
 

Οη αξραίνη Έιιελεο ρξεζηκνπνίεζαλ γεσκεηξηθέο 
κεζόδνπο, ίζσο ιόγσ ησλ δπζθνιηώλ πνπ είραλ κε 
ηνπο άξξεηνπο αξηζκνύο, αιιά θαη ιόγσ πξαθηηθώλ 
δπζθνιηώλ πνπ πξνέθππηαλ από ηα ειιεληθά ςεθία. 
 

Οη Ηλδνί θαη νη Άξαβεο ρξεζηκνπνίεζαλ κηα κέζνδν 
όκνηα κε ηε ζεκεξηλή δηαδηθαζία «ζπκπιήξσζεο 
ηεηξαγώλνπ», πεξηγξάθνληαο όκσο ιεθηηθά ηνλ ηξόπν 
εύξεζεο ησλ ιύζεσλ. Απηνί ζεσξνύζαλ σο 
δηαθνξεηηθνύ ηύπνπ θάζε κία από ηηο εμηζώζεηο 
 

x
2
 + px = q, x

2
 - px = q, x

2
 - px = -q.  

 

 

ήκεξα όκσο γξάθνπκε ηηο εμηζώζεηο απηέο κε ηε 

γεληθή κνξθή αx
2
 + βx + γ = 0 

 

Ο ζύγρξνλνο ζπκβνιηζκόο άξρηζε λα εκθαλίδεηαη πεξί 
ην 1500 κ.Υ, θαη νη δπλαηόηεηεο ρξεζηκνπνίεζεο αξλε-
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ηηθώλ ξηδώλ θαη αθόκα κηγαδηθώλ ξηδώλ πξνηάζεθαλ 
από ηνπο Cardano θαη Girard. Ζ γεσκεηξηθή παξάζηαζε 
ησλ αξλεηηθώλ ξηδώλ από ηνλ Descartes θαη ησλ 
κηγαδηθώλ αξηζκώλ από ηνύο Wessel, Argand θαη 
Gauss έθακε ηνπο αξηζκνύο απηνύο πεξηζζόηεξν 
απνδεθηνύο σο ξίδεο κηαο δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο. 
Όκσο ε πνηθηιία ησλ επηιύζεσλ πνπ αλαπηύρζεθε ηα 
αξραία ρξόληα καο ελέπλεπζε λα αλαπηύμνπκε κεξηθνύο 
ηξόπνπο εμαγσγήο ηνπ ηύπνπ  
 

2

1,2
4

x
2

    



 

 
πνπ δίλεη ηηο ξίδεο ηεο γεληθήο εμίζσζεο 2νπ βαζκνύ 

 

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0. 

 

ηε ζπλέρεηα παξνπζηάδνπκε ηξεηο κεζόδνπο επίιπζεο 
κίαο εμίζσζεο 2νπ

 
βαζκνύ. 

 

 
Μέζνδνο ησλ Ηλδώλ 
 

Ζ επίιπζε απηή πνπ επηλνήζεθε ζηελ Ηλδία, απνδίδεηαη 
ζηνλ Sridhara (1025 κ. Υ. πεξίπνπ). Έρνπκε δηαδνρηθά: 

αx
2
 + βx + γ = 0  

αx
2
 + βx = -γ 

Πνιιαπιαζηάδνπκε θαη ηα δύν κέιε ηεο εμίζσζεο κε 4α 

θαη ύζηεξα πξνζζέηνπκε ην β
2
 θαη ζηα δύν κέιε, γηα λα 

πξνθύςεη έλα «ηέιεην» ηεηξάγσλν ζην αξηζηεξό κέινο. 
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Γειαδή

 

2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

4 x 4 x 4

4 x 4 x 4

2 x 4

2 x 4 , εθόζνλ 4 0.

     

        

      

           

 

 

 

Έηζη πξνθύπηεη όηη:  
 

2 4
x

2

    



 

 
 

Πρόιην: Ζ απιόηεηα ηεο κεζόδνπ ησλ Ηλδώλ 
ραξαθηεξίδεηαη από ην γεγνλόο όηη ην θιάζκα δελ 
εκθαλίδεηαη. παξά κόλν ζην ηειεπηαίν βήκα. 
 

Κέζνδνο ηνπ Vieta 
 

Ζ εμίζσζε 2νπ βαζκνύ  

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0 κπνξεί λα ιπζεί επθνιόηεξα, αλ 

δελ πεξηέρεη ηνλ πξσηνβάζκην όξν βx, πξάγκα πνπ 
κπνξεί εύθνια λα επηηεπρζεί κε ηελ αληηθαηάζηαζε 
 

     x y
2


 


    (1) 

 
 

Σόηε ε εμίζσζε γίλεηαη: 

2

y y 0
2 2

    
          

    
 

 

ε νπνία όηαλ απινπνηεζεί γίλεηαη: 
2 4

y 0
4
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Οη ξίδεο ηεο εμίζσζεο απηήο είλαη 
2 4

y
2

   



 

 

εθόζνλ β
2 

- 4αγ ≥ 0 
 

 

Γηα λα βξνύκε ηηο ξίδεο ηεο αξρηθήο εμίζσζεο 
αληηθαζηζηνύκε ηελ παξαπάλσ ηηκή ηνπ y ζηελ (1) θαη 

έρνπκε: 

2 4
x y

2 2 2

   
    

  
 

 
 

Οπόηε  

2 4
x

2

    



 

 

Πρόιην: Ζ κέζνδνο απηή ηνπ Vieta είλαη ελδηαθέξνπζα, 
γηαηί είλαη ν πξνάγγεινο ηεο ηερληθήο γηα ηελ επίιπζε 
ηεο γεληθήο ηξηηνβάζκηαο θαζώο θαη ηεο δηηεηξάγσλεο 
εμίζσζεο. Γηα παξάδεηγκα, ην πξώην βήκα ζηελ 

επίιπζε ηεο εμίζσζεο αx
3
 + βx

2
 + γx + δ = 0,  

 

είλαη ε αληηθαηάζηαζε x y
3


 


 πνπ απαιιάζζεη ηελ  

 

εμίζσζε από ην δεπηεξνβάζκην όξν. 
 
 

Κέζνδνο ηνπ Harriot 
 

Ο καζεκαηηθόο Thomas Harriot (1560-1621) εθάξκνζε 
ηε κέζνδν ηεο παξαγνληνπνίεζεο, γηα λα βξεη ηηο 
ιύζεηο κηαο εμίζσζεο 2νπ βαζκνύ, ζην κεγάιν έξγν ηνπ 
γηα ηελ άιγεβξα «Artis Analytical Praxis». Ζ ηερληθή ηνπ 
είλαη ε εμήο πεξίπνπ: 

Τπνζέηνπκε όηη x1 θαη x2 είλαη νη ξίδεο ηεο 

δεπηεξνβάζκηαο εμίζσζεο 

αx
2
 + βx + γ = 0, α ≠ 0  (1). 
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ρεκαηίδνπκε ηώξα κία εμίζσζε κε ξίδεο x1 θαη x2. Απηή 

είλαη ε  (x - x1 )(x - x2 ) = 0 ή, ηζνδύλακα, ε 
 

x
2
 - (x1 + x2) x + x1 x2 = 0         (2) 

 

Με δηαίξεζε ησλ κειώλ ηεο (1) κε   α ≠ 0, βξίζθνπκε: 
 

    2x x 0
 

  
 

            (3) 

 

Δπεηδή νη εμηζώζεηο (2) θαη (3) είλαη ίδηεο, νη αληίζηνηρνη 
ζπληειεζηέο πξέπεη λα είλαη ίζνη. Δπνκέλσο: 
 

 

1 2x x


  


       θαη  1 2x x


  


    (4) 

 

Ζ ηαπηόηεηα (x1 - x2)
2
 = (x1 + x2)

2
 - 4x1 x2 ζε  

 
 
 

ζπλδπαζκό κε ηελ (4) δίλεη 
2

1 2
4

x x
  

  


  

 

[εθόζνλ β
2
 - 4αγ ≥ 0]    (5) 

 
Λύλνληαο ην ζύζηεκα ησλ εμηζώζεσλ (4) θαη (5) έρνπκε: 

 
2

1
4

x
2

    



   θαη 

2

2
4

x
2

    



 

 
 

Πρόιην: Δίλαη αξθεηό λα ζεσξήζνπκε κόλν ηε ζεηηθή 
ηεηξαγσληθή ξίδα ηεο (5). Ζ αξλεηηθή ξίδα απιώο 

ελαιιάζζεη ηε δηάηαμε ησλ x1 θαη x2.   
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  ΑΛΗΠΥΠΔΗΠ 

 

4.1 ΑΛΗΠΥΠΔΗΠ 1νπ ΒΑΘΚΝ   

 

Νη αληζώζεηο: αx + β > 0 θαη αx + β < 0 
 
Γλσξίζακε ζην Γπκλάζην ηε δηαδηθαζία επίιπζεο κηαο 
αλίζσζεο ηεο κνξθήο αx + β > 0 ή ηεο κνξθήο  
αx + β <0, κε α θαη β ζπγθεθξηκέλνπο αξηζκνύο. 
Γεληθόηεξα έρνπκε: 
 

x 0 x

x

           

   
 

 

Γηαθξίλνπκε ηώξα ηηο εμήο πεξηπηώζεηο: 
 Αλ α > 0, ηόηε: 

x
x

x

 
    

 


 



 

 Αλ α < 0, ηόηε: 
x

x

x

 
    

 


 



 

 
 Αλ α = 0, ηόηε ε αλίζσζε γίλεηαη 0x > -β, ε νπνία  
 αιεζεύεη γηα θάζε x , αλ είλαη  β > 0, ελώ  
 είλαη αδύλαηε, αλ είλαη β < 0. 
 

Γηα παξάδεηγκα: 
 
 

4 
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 Ζ αλίζσζε 4x > 8 γξάθεηαη: 
8

4x 8 x x 2
4

      
 

Δπνκέλσο ε αλίζσζε απηή αιεζεύεη γηα x (2, )    

 
 
 
 Ζ αλίζσζε -4x > 8 γξάθεηαη: 

8
4x 8 x x 2

4
         

 

Δπνκέλσο ε αλίζσζε απηή αιεζεύεη γηα x ( , 2 )   . 

 
 
 
 Ζ αλίζσζε 0x > -2 αιεζεύεη γηα θάζε x , ελώ ε 
αλίζσζε 0x > 2 είλαη αδύλαηε. 
 

ΔΦΑΟΚΝΓH 
 

i) Λα ιπζνύλ νη αληζώζεηο: 
2(x + 4) - (x + 6) < 12 - x   θαη 

 
x 5

2x 2 1 x
6 3

     

 

ii) Λα βξεζνύλ νη θνηλέο ιύζεηο ησλ δύν αληζώζεσλ. 
 

ΙΠΖ 
i) Γηα ηελ πξώηε αλίζσζε έρνπκε: 
 
 

Άξα ε αλίζσζε αιεζεύεη γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό  
x < 5. 
 

Γηα ηε δεύηεξε αλίζσζε έρνπκε:  

 

x  

 

x' 

  

 

2  

 

x  

 

x' 

  

 

-2  
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x 5

2x 2 1 x 12x x 10 12 1 x
6 3

          

                                                  2x x x 12 6 8       

                                                  2x 10   

                                                  

2x 10

2 2
   

                                          x 5.   

 

  
  
Άξα ε αλίζσζε αιεζεύεη γηα θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό  
x ≥ 2. 
 

ii) Δπεηδή ε πξώηε αλίζσζε αιεζεύεη γηα x < 5 θαη ε 
δεύηεξε γηα x ≥ 2, νη αληζώζεηο ζπλαιεζεύνπλ γηα 
θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό x κε 2 ≤ x ≤ 5, δειαδή νη 

αληζώζεηο ζπλαιεζεύνπλ όηαλ  x 2,5 . 

Γηα ηνλ πξνζδηνξηζκό ησλ θνηλώλ ιύζεσλ ησλ δύν 
αληζώζεσλ καο δηεπθνιύλεη λα παξαζηήζνπκε ηηο 
ιύζεηο ηνπο ζηνλ ίδην άμνλα (ρήκα), απ’ όπνπ πξν-
θύπηεη όηη   2 ≤ x ≤ 5 

 
 
 

Αληζώζεηο κε απόιπηεο ηηκέο 
 

Με ηε βνήζεηα ησλ ηδηνηήησλ ηεο απόιπηεο ηηκήο θαη 
ηεο έλλνηαο ηεο απόζηαζεο δύν αξηζκώλ, κπνξνύκε λα 
επηιύνπκε αληζώζεηο πνπ πεξηέρνπλ απόιπηεο ηηκέο. 
ηε ζπλέρεηα ζα δνύκε κεξηθά παξαδείγκαηα επίιπζεο 
ηέηνησλ αληζώζεσλ. 
 
 
 

x' 

  

 

2 

  

 

5 

  

 

x 
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ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 1ν 
 

Να ιπζεί ε αλίζσζε: |x - 2| < 3. 
 

 

ΙΠΖ 
 

Ζ επίιπζε ηεο αλίζσζεο |x - 2| < 3, κε ηε βνήζεηα ηεο 
ηδηόηεηαο 

0 0 0x x x x x           
 

 

γίλεηαη σο εμήο:  

x 2 3 2 3 x 2 3

1 x 5

      

   
 

 

  

Μπνξνύκε όκσο λα ιύζνπκε ηελ παξαπάλσ αλίζσζε 
θαη κε ηε βνήζεηα ηεο ηδηόηεηαο 
 

x x        
 

σο εμήο: 
 

                                  x 2 3 3 x 2 3        

                                             3 2 x 2 2 3 2        

                                             1 x 5   . 

 

Άξα ε αλίζσζε αιεζεύεη γηα  x 1,5  . 
 

 
ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 2ν 
 

Να ιπζεί ε αλίζσζε: |2x -1| > 5 
 

 

ΛΤΖ 
 

Από ηελ ηδηόηεηα x x  ή x         έρνπκε :  

2x 1 5 2x 1 5 ή 2x 1 5         

                                       2x 4 ή  2x 6     

                                       x 2  ή  x 3     

 

Άξα ε αλίζσζε αιεζεύεη γηα    x , 2 3,     . 
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 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 
1. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο:  

i) 
x 1 2x 3 x

2 4 6

 
    

ii) 
x 12 x 3

x
2 2 4


     

iii) 
x 2 1 2x x 2

.
2 5 10 5

 
    

 

2. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x γηα ηηο νπνίεο ζπλαιεζεύνπλ 
νη αληζώζεηο  

 

   3x - 1 < x + 5 θαη 
x 1

2 x .
2 2

    

 

3. Να εμεηάζεηε αλ ζπλαιεζεύνπλ νη αληζώζεηο: 
 

   
1 x

x 1
2 2

    θαη 
1 x

x 1.
3 3

       

 

4. Να βξείηε ηα x  γηα ηα νπνία ζπλαιεζεύνπλ νη 
αληζώζεηο: 

 

     
x 1

2x x
8


   θαη 

x 1
x 4 0.

2


     

 

5. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 

 i) |x| < 3 ii) |x -1| ≤ 4    iii) |2x +1| < 5. 
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6. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 

 i) |x| ≥ 3 ii) |x - 1| > 4   iii) |2x +1| ≥ 5. 
 

 
7. Να ιύζεηε ηηο εμηζώζεηο: 

 i) |2x - 6| = 2x - 6 ii) |3x -1| = 1 - 3x. 
 

 
8. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 

i) 
x 1 4 x 15

2 3 3

  
    

ii) 
x 1 2 x 1 x

2 3 3

 
    

 

9. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 2x 6x 9 5.    
 

10. Να βξείηε ηελ αλίζσζε ηεο κνξθήο |x - x0| < ξ, πνπ 

έρεη σο ιύζεηο ηνπο αξηζκνύο ηνπ δηαζηήκαηνο (-7,3). 
 

11. Ζ ζρέζε πνπ ζπλδέεη ηνπο βαζκνύο Κειζίνπ (
o
C) κε  

 

ηνπο βαζκνύο Φαξελάτη (
o
F) είλαη ε 

9
F C 32

5
  .  

 

ηε δηάξθεηα κηαο λύρηαο ε ζεξκνθξαζία ζε κηα  

πόιε θπκάλζεθε από 41
o
F κέρξη 50

o
F. Να βξείηε ην  

δηάζηεκα κεηαβνιήο ηεο ζεξκνθξαζίαο ζε 
o
C. 

 

Β' ΝΚΑΓΑΠ 
 
 

1. Να βξείηε ηηο ηηκέο x γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη: 
 

 i) 3 ≤ 4x -1 ≤ 6 ii) -4 ≤ 2 - 3x ≤ -2. 
 

 
2. Να βξείηε ηηο ηηκέο x γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη: 
 

 i) 2 ≤ |x| ≤ 4 ii) 2 ≤ |x - 5| ≤ 4. 
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3. Έζησ Α θαη Β ηα ζεκεία πνπ παξηζηάλνπλ ζε έλαλ 

άμνλα ηνπο αξηζκνύο -3 θαη 5 θαη Μ ην κέζν ηνπ 
ηκήκαηνο ΑΒ. 

i) Πνηνο αξηζκόο αληηζηνηρεί ζην ζεκείν Μ; 

ii) Να δηαηππώζεηε γεσκεηξηθά ην δεηνύκελν ηεο  
αλίζσζεο |x - 5| ≤ |x + 3| θαη λα βξείηε ηηο ιύζεηο ηεο. 

iii) Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηα ζπκπεξάζκαηά ζαο. 
 

 
4. Έζησ Α θαη Β ηα ζεκεία πνπ παξηζηάλνπλ ζε έλαλ 

άμνλα ηνπο αξηζκνύο 1 θαη 7 θαη Μ ην κέζν ηνπ 
ηκήκαηνο ΑΒ. 

i) Πνηνο αξηζκόο αληηζηνηρεί ζην ζεκείν Μ; 

ii) Να δηαηππώζεηε γεσκεηξηθά ην δεηνύκελν ηεο εμί- 
ζσζεο |x - 1| + |x - 7| = 6 θαη λα βξείηε ηηο ιύζεηο ηεο. 

iii) Να επηβεβαηώζεηε αιγεβξηθά ηα ζπκπεξάζκαηά  
ζαο, αθνύ πξνεγνπκέλσο ζπληάμεηε πίλαθα  
πξνζήκνπ ησλ παξαζηάζεσλ x - 1 θαη x - 7. 
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4.2 ΑΛΗΠΥΠΔΗΠ 2νπ ΒΑΘΚΝ       

 

Κνξθέο ηξησλύκνπ 

Ζ παξάζηαζε αx
2
 + βx + γ, α = 0 ιέγεηαη ηξηώλπκν 2νπ 

βαζκνύ ή, πην απιά, ηξηώλπκν. Ζ δηαθξίλνπζα Γ ηεο 

αληίζηνηρεο εμίζσζεο αx
2
 + βx + γ = 0 ιέγεηαη θαη 

δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλύκνπ. Οη ξίδεο ηεο εμίζσζεο  

αx
2
 + βx + γ = 0, δειαδή νη  

1x
2

  



 θαη 2x

2

  



 

 

νλνκάδνληαη θαη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ. 
 

Σν ηξηώλπκν αx
2
 + βx + γ, α ≠ 0 κεηαζρεκαηίδεηαη σο 

εμήο: 

2 2x x x x
  

         
  

 

                                           

2 2
2x 2 x

2 2 2

       
           

        

 

                                           

2 2

2

4
x

2 4

     
     

    

 

 
Δπνκέλσο: 

2
2

2
x x x

2 4

   
          

    

   (1) 

 

Γηαθξίλνπκε ηώξα ηηο εμήο πεξηπηώζεηο: 
 

 

• Γ > 0. Σόηε  
2

   , νπόηε έρνπκε: 
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22
2x x x

2 2

                
      

 

                                      x x
2 2 2 2

      
        

      
 

                                      x x
2 2

           
         

          

 

 
 

Δπνκέλσο: 

αx
2
 + βx + γ = α(x - x1)(x - x2), 

όπνπ x1, x2 νη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ. 

 
Άξα, όηαλ Γ > 0, ηόηε ην ηξηώλπκν κεηαηξέπεηαη ζε 
γηλόκελν ηνπ α επί δύν πξσηνβάζκηνπο παξάγνληεο. 
 

 

• Γ = 0. Σόηε από ηελ ηζόηεηα (1) έρνπκε: 
 

2
2x x x

2

 
        

 
 

 

Άξα, όηαλ Γ = 0, ηόηε ην ηξηώλπκν κεηαηξέπεηαη ζε 
γηλόκελν ηνπ α επί έλα ηέιεην ηεηξάγσλν. 
 

 

• Γ < 0. Σόηε ηζρύεη |Γ| = -Γ, νπόηε έρνπκε: 
 

2
2

2
x x x

2 4

  
          

    

 

 
Δπεηδή γηα θάζε x ,ε παξάζηαζε κέζα ζηελ αγθύιε 
είλαη ζεηηθή, ην ηξηώλπκν δελ αλαιύεηαη ζε γηλόκελν 
πξσηνβάζκησλ παξαγόλησλ. 
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πλνςίδνληαο ηα παξαπάλσ ζπκπεξάζκαηα γηα ηηο 

κνξθέο ηνπ ηξησλύκνπ αx
2
 + βx + γ, α ≠ 0 κε 

δηαθξίλνπζα Γ έρνπκε: 
 

•  Αλ Γ > 0,ηόηε: 

αx
2
 + βx + γ = α(x - x1 )(x - x2), 

 όπνπ x1, x2 νη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ. 
 

 
 

•  Αλ Γ = 0, ηόηε: 

   

2
2x x x

2

 
        

 
 

•  Αλ Γ < 0, ηόηε: 

   

2
2

2
x x x

2 4

  
          

    

 

 

 

Γηα παξάδεηγκα: 

 Σν ηξηώλπκν 2x
2
 + 3x - 2 έρεη Γ = 9 + 16 = 25 > 0 θαη  

 

ξίδεο  1
1

x
2

  θαη x2 = -2. Δπνκέλσο: 

 

     2 1
2x 3x 2 2 x x 2 2x 1 x 2 .

2

 
        

 
 

 
 

 Σν ηξηώλπκν 21 9
x 3x

2 2
   έρεη 

1 9
9 4 0

2 2
       

 

θαη 3.
2
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Eπνκέλσο: 
 

     
221 9 1

x 3x x 3 .
2 2 2

     

 
                       

 Σν ηξηώλπκν 2x
2
 - 6x + 5 έρεη  Γ= - 4 < 0. Δπνκέλσο: 

   

2
2 3 1

2x 6x 5 2 x .
2 4

  
      

   

 

 
Πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηνπ ηξησλύκνπ 
 

 

Γηα λα κειεηήζνπκε ην πξόζεκν ησλ ηηκώλ ηνπ 

ηξησλύκνπ αx
2
 + βx + γ,  α ≠ 0, ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε 

ηηο κνξθέο ηνπ αλάινγα κε ηε δηαθξίλνπζα. 
 

•  Αλ Γ > 0, ηόηε, όπσο είδακε πξνεγνπκέλσο, ηζρύεη: 
 

αx
2
 + βx + γ = α (x - x1 )(x - x2)    (1). 

 

Τπνζέηνπκε όηη x1 < x2  θαη ηνπνζεηνύκε ηηο ξίδεο ζε 

έλαλ άμνλα. 
 

 Αλ x < x1 <x2 (ρήκα), ηόηε x - x1 < 0  

θαη x - x2 < 0, νπόηε (x - x1)(x - x2) > 0.  

Δπνκέλσο, ιόγσ ηεο  (1), ην  
ηξηώλπκν είλαη νκόζεκν ηνπ α. 

 

 Αλ x1 < x < x2 (ρήκα), ηόηε x - x1 > 0  

θαη x - x2 < 0, νπόηε (x - x1)(x - x2) < 0.  

Δπνκέλσο, ιόγσ ηεο (1), ην ηξηώλπκν  

είλαη εηεξόζεκν ηνπ α. 
 

 Αλ x1 < x2 < x (ρήκα), ηόηε x - x1 > 0  

θαη x - x2 > 0, νπόηε (x - x1)(x - x2) > 0.  

Δπνκέλσο, ιόγσ ηεο (1), ην ηξηώλπκν  
είλαη νκόζεκν ηνπ α. 

x' 

  

 

• 

 

• 

 

• 

 

x 

 
x 

 

x1 

 

x2 

 

x' 

  

 

• 

 

• 

 

• 

 

x 

 x 

 

x1 

 

x2 

 

49 / 108 

x' 

  

 

x 

 x 

 

x1

1 

 

x2 

 

• 

 

• 

 

• 

 



 

• Αλ Γ = 0, ηόηε ηζρύεη: 
 

  

2
2x x x  

2

 
        

 
 

 

Δπνκέλσο, ην ηξηώλπκν είλαη νκόζεκν ηνπ α γηα θάζε  
 

πξαγκαηηθό  x
2


 


, ελώ κεδελίδεηαη γηα x

2


 


 

 

• Αλ Γ < 0, ηόηε ηζρύεη: 
 

  

2
2

2
x x x  

2 4

  
          

    

 

 
 

 

Όκσο ε παξάζηαζε κέζα ζηελ αγθύιε είλαη ζεηηθή γηα 
θάζε πξαγκαηηθό αξηζκό x. Δπνκέλσο ην ηξηώλπκν 
είλαη νκόζεκν ηνπ α ζε όιν ην   . 

 

Σα παξαπάλσ ζπλνςίδνληαη ζηνλ πίλαθα: 
 
 

Σν ηξηώλπκν αx
2
 + βx+ γ, α ≠ 0 γίλεηαη: 

• Δηεξόζεκν ηνπ α, κόλν όηαλ είλαη Γ > 0 θαη γηα ηηο  

ηηκέο ηνπ x, πνπ βξίζθνληαη κεηαμύ ησλ ξηδώλ. 
 

• Κεδέλ, όηαλ ε ηηκή ηνπ x είλαη θάπνηα από ηηο ξίδεο  
ηνπ ηξησλύκνπ. 

 

• Νκόζεκν ηνπ α ζε θάζε άιιε πεξίπησζε. 
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Αληζώζεηο ηεο κνξθήο αx
2

 + βx + γ > 0 ή  

αx
2

 + βx + γ < 0 
 

Σα πξνεγνύκελα ζπκπεξάζκαηα ρξεζηκνπνηνύληαη 

ζηελ επίιπζε αληζώζεσλ ηεο κνξθήο αx
2
 + βx + γ > 0 ή 

αx
2
 + βx + γ < 0,   α ≠ 0, ηηο νπνίεο νλνκάδνπκε 

αληζώζεηο δεπηέξνπ βαζκνύ. Ο ηξόπνο επίιπζεο 
απηώλ θαίλεηαη ζηα παξαθάησ παξαδείγκαηα. 
 

 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 1ν 
Να ιπζνύλ νη αληζώζεηο 

i) 2x
2
  - 3x - 2 > 0  ii) 2x

2
 - 3x - 2 < 0 

 

ΙΠΖ 
 

Εεηάκε ηηο ηηκέο ηνπ x, γηα ηηο νπνίεο ην ηξηώλπκν  

2x
2
 - 3x - 2 είλαη ζεηηθό ζηελ πεξίπησζε (i) θαη αξλεηηθό 

ζηελ πεξίπησζε (ii). 

Σν ηξηώλπκν έρεη ξίδεο ηνπο αξηζκνύο 
1

2
  θαη 2 θαη,  

 

επεηδή α = 2 > 0, ην πξόζεκό ηνπ θαίλεηαη ζηνλ 
παξαθάησ πίλαθα.

x -∞  
 

 2  +∞ 

f(x)  + 0 - 0 +  

M at h Com poser  1. 1. 5
ht t p: / / www. m at hcom poser . com

- 
 1 

2
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x  

 

2  

 

-1/2  

 

x' 

  

 

Από ηνλ πίλαθα απηόλ πξνθύπηεη όηη: 

i) Ζ αλίζσζε 2x
2
 - 3x - 2 > 0 έρεη ιύζεηο ηα γηα x  ηα 

νπνία ηζρύεη  
 

 
1

x
2

   ή  x > 2, δειαδή ηα  
1

x , 2,
2

 
      
 

 

 
Οη ιύζεηο απηέο επνπηηθά θαίλνληαη ζην παξαθάησ 
ζρήκα. 

 
 
  

ii) Ζ αλίζσζε 2x
2
 - 3x - 2 < 0 έρεη ιύζεηο ηα x  γηα ηα  

 

νπνία ηζρύεη 
1

x 2
2

    δειαδή ηα  
1

x , 2
2

 
  
 

 

 

Οη ιύζεηο απηέο επνπηηθά θαίλνληαη ζην παξαθάησ 
ζρήκα.   

 
 
 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 2ν 

Να ιπζεί ε αλίζσζε 2x
2
 - 3x - 2 ≤ 0. 

 

ΙΠΖ 
 

Εεηάκε ηηο ηηκέο ηνπ x, πνπ είλαη ιύζεηο ηεο αλίζσζεο 

2x
2
 - 3x - 2 < 0 ή ξίδεο ηεο εμίζσζεο 2x

2
 - 3x - 2 = 0. 

Δπνκέλσο ζύκθσλα κε ην 1ν παξάδεηγκα νη ιύζεηο ηεο  
 

αλίζσζεο 2x
2
 - 3x - 2 ≤ 0 είλαη ηα x , κε 

1
x 2

2
       

 

x' 

  

 

x 

  

 

2 

  

 

-1/2 
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1  

 

δειαδή ηα  
1

x , 2
2

 
  
 

 Οη ιύζεηο απηέο  

 

επνπηηθά θαίλνληαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 

 
 
 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 3ν 
Να ιπζνύλ νη αληζώζεηο 

  i) x
2
 - 2x + 1 > 0 ii) x

2
 - 2x + 1 < 0 

 

ΙΠΖ 
 

Ζ δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλύκνπ x
2
 - 2x + 1 είλαη Γ = 0, 

νπόηε έρεη δηπιή ξίδα ηελ x = 1. Άξα ην ηξηώλπκν είλαη 
νκόζεκν ηνπ α = 1, δειαδή ζεηηθό, γηα θάζε x  κε   
x ≠ 1. 
Δπνκέλσο νη ιύζεηο ηεο αλίζσζεο (i) είλαη όινη νη 
πξαγκαηηθνί αξηζκνί x, κε x ≠ 1, ελώ ε αλίζσζε (ii) είλαη 
αδύλαηε. 
Οη ιύζεηο ηεο (i) επνπηηθά θαίλνληαη ζην παξαθάησ 
ζρήκα. 
 
 
 

 
ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 4ν 

Να ιπζεί ε αλίζσζε x
2
 + x + 1 > 0 

 

 

ΙΠΖ 

Ζ δηαθξίλνπζα ηνπ ηξησλύκνπ x
2
 + x + 1 είλαη Γ = -3 < 0, 

νπόηε ην ηξηώλπκν είλαη νκόζεκν ηνπ α = 1, δειαδή 
ζεηηθό, γηα θάζε x . Δπνκέλσο νη ιύζεηο ηεο 
αλίζσζεο είλαη όινη νη πξαγκαηηθνί αξηζκνί. 
 
 

x  

 

2  

 

-1/2  

 

x' 

  

 

x  

 

x' 
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ΔΦΑΟΚΝΓΔΠ 
 

1ε Λα βξεζνύλ νη ηηκέο ηνπ xγηα ηηο νπνίεο 
ζπλαιεζεύνπλ νη αληζώζεηο: 

x
2
 - 4x - 5 < 0 θαη x

2
 - x - 6 > 0. 

 

ΙΠΖ 
 

Λύλνπκε θάζε αλίζσζε ρσξηζηά θαη κεηά βξίζθνπκε ηηο 
θνηλέο ιύζεηο Έρνπκε: 

  x
2
 - 4x - 5 < 0  (x - 5)(x +1) < 0     -1< x < 5  

 

  x
2
 - x - 6 > 0  (x + 2)(x - 3) > 0  x < -2 ή x > 3 

 
 
 

 Άξα νη αληζώζεηο ζπλαιεζεύνπλ γηα  x 3,5 . 

                    

2ε Γίλεηαη ε εμίζσζε  

 2x 1 x 4 0,            
 

 

i)  Λα βξεζεί ε δηαθξίλνπζα ηεο εμίζσζεο θαη λα 
κειεηεζεί ην πξόζεκό ηεο. 

ii)  Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ α ε εμίζσζε έρεη δύν ξίδεο 
άληζεο; 

iii) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ α ε εμίζσζε έρεη δηπιή ξίδα; 
iv) Γηα πνηεο ηηκέο ηνπ α ε εμίζσζε είλαη αδύλαηε 

ζην R ; 
 

 

ΙΠΖ 
i) Έρνπκε: 
 

Γ = [-(α +1)]
2
 - 4  1  (α + 4) = α

2
 - 2α - 15. 

Παξαηεξνύκε όηη ε δηαθξίλνπζα είλαη έλα ηξηώλπκν ηνπ 
α κε δηαθξίλνπζα 

Γ' = (-2 )
2
 - 4  1  (-15) = 64 > 0. 

 

Δπνκέλσο ε δηαθξίλνπζα Γ έρεη ξίδεο: 

5  

 

3  

 

-1  

 

-2  

 

x  

 

x' 
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  1
2 8

5
2


    θαη 2

2 8
3

2


     

 
 

θαη ην πξόζεκό ηεο θαίλεηαη ζηνλ παξαθάησ πίλαθα. 
 

α -∞  -3  2  +∞ 

Γ  + 0 - 0 +  

 

Από ηνλ πίλαθα απηό πξνθύπηεη όηη: 

ii)  Ζ εμίζσζε έρεη δύν ξίδεο άληζεο αλ Γ > 0, δειαδή αλ 
α < -3 ή α > 5. 

iii) Ζ εμίζσζε έρεη κία δηπιή ξίδα αλ Γ = 0, δειαδή αλ  
α = -3 ή α = 5. 

iv) Ζ εμίζσζε είλαη αδύλαηε αλ Γ < 0, δειαδή -3 < α < 5. 
 

ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Να κεηαηξέςεηε ζε γηλόκελα παξαγόλησλ ηα 
ηξηώλπκα: 

 

 i) x
2
 - 3x + 2   ii) 2x

2
 - 3x - 2.   

 

2. Να απινπνηήζεηε ηηο παξαζηάζεηο: 

i) 
2

2

x 3x 2

2x 3x 2

 

 
   ii) 

2

2

2x 8x 42

x 49

 


  

iii) 
2

2

4x 12x 9

2x 5x 3
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3. Γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ x , λα βξείηε ην 
πξόζεκν ησλ ηξησλύκσλ:  

i) x
2
 - 2x -15  ii) 4x

2
 - 4x + 1  iii) x

2
 - 4x + 13. 

 

4. Γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ x , λα βξείηε ην 
πξόζεκν ησλ ηξησλύκσλ: 

i) -x
2
 + 4x - 3  ii) -9x

2
 + 6x -1  iii) -x

2
 + 2x - 2. 

 

 

5. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 

i) 5x
2
 ≤ 20x ii) x

2
 + 3x ≤ 4. 

 

 

6. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 

i) x
2
 - x - 2 > 0 ii) 2x

2
 - 3x - 5 < 0. 

 

 

7. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 

i) x
2
 + 4 > 4x ii) x

2
 + 9 ≤ 6x. 

 

 

8. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 

i) x
2
 + 3x + 5 < 0 ii) 2x

2
 - 3x + 20 > 0. 

 

 
 

9. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  21
x 4x 3 0

4
     

 
 

10. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x  γηα ηηο νπνίεο ηζρύεη:  

2x - 1 < x
2
 - 4 < 12. 

 

 

11. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ x  γηα ηηο νπνίεο 

ζπλαιεζεύνπλ νη αληζώζεηο x
2
 - 6x + 5 < 0 θαη  

x
2
 - 5x + 6 > 0. 
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Β' ΝΚΑΓΑΠ 
 

 

1. i) Να κεηαηξέςεηε ζε γηλόκελα παξαγόλησλ ηηο 
παξαζηάζεηο: 

α
2
 + αβ - 2β

2
 θαη α

2
 - αβ - 6β

2
. 

 

    

ii) Να απινπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε 
2 2

2 2

2

6

    

    
 

 
 

2. Να παξαγνληνπνηήζεηε ην ηξηώλπκν  

2x
2
 + (2β - α)x - αβ. 

 

3. Να απινπνηήζεηε ηελ παξάζηαζε 
2

2 2

x x x

x 3 x 2

     

   
 

  

 
 
 

4. Γίλεηαη ε εμίζσζε ιx
2
 + 3ιx + ι + 5 = 0, ι . Να 

βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο ε εμίζσζε: 
 

i) έρεη ξίδεο ίζεο  ii)έρεη ξίδεο άληζεο  
iii) είλαη αδύλαηε. 

 

 

5. Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ιγηα ηηο νπνίεο ε αλίζσζε 

x
2

 + 3ιx + ι > 0 αιεζεύεη γηα θάζεx . 
 

 

6. Γίλεηαη ην ηξηώλπκν (ι + 2)x
2
 - 2ιx + 3ι, ι ≠ -2. 

i) Να βξείηε ηε δηαθξίλνπζα Γ ηνπ ηξησλύκνπ θαη λα  
ιύζεηε ηελ αλίζσζε Γ < 0. 

ii) Να βξείηε ηηο ηηκέο ηνπ ι γηα ηηο νπνίεο ε αλίζσζε 
(ι + 2)x

2
 - 2ιx + 3ι < 0, ι ≠ -2 αιεζεύεη γηα θάζε  

x . 
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7. ην δηπιαλό ζρήκα ην ΑΒΓΓ είλαη  
ηεηξάγσλν πιεπξάο ΑΒ = 3 θαη ην  
Μ είλαη έλα ζεκείν ηεο δηαγσλίνπ  
ΑΓ. Να βξείηε ηηο ζέζεηο ηνπ ζεκείνπ  
Μ πάλσ ζηε δηαγώλην ΑΓ γηα ηηο  
νπνίεο ην άζξνηζκα ησλ εκβαδώλ 
ησλ ζθηαζκέλσλ ηεηξαγώλσλ είλαη 
κηθξόηεξν από 5. 

 

8. i) Να απνδείμεηε όηη α
2
 - αβ + β

2
 > 0 γηα όια ηα  

,     κε α, β ≠ 0. 

ii) Να θαζνξίζεηε ην πξόζεκν ηεο παξάζηαζε  

1
 

   
 

 γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ησλ α, β ≠ 0. 

 
 

 
 

4.3 ΑΛΗΠΥΠΔΗΠ ΓΗΛΝΚΔΛΝ & ΑΛΗΠΥΠΔΗΠ ΞΖΙΗΘΝ 

 

Ξξόζεκν γηλνκέλνπ 
 

Έζησ όηη ζέινπκε λα κειεηήζνπκε έλα γηλόκελν  
P(x) = Α(x)  Β(x)  …  Φ(x) σο πξνο ην πξόζεκό ηνπ, 
όπνπ νη παξάγνληεο Α(x), Β(x), … , Φ(x) είλαη ηεο κνξ-

θήο αx + β (πξσηνβάζκηνη) ή ηεο κνξθήο αx
2
 + βx + γ 

(ηξηώλπκα). Βξίζθνπκε ην πξόζεκν θάζε παξάγνληα 
ρσξηζηά θαη ζηε ζπλέρεηα ην πξόζεκν ηνπ P(x), όπσο 
θαίλεηαη ζην παξάδεηγκα πνπ αθνινπζεί. 
 

 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑ 
 

Να βξεζεί γηα ηηο δηάθνξεο ηηκέο ηνπ x ην πξόζεκν 

ηνπ γηλνκέλνπ P(x) = (x - 1) (x
2
 + x - 6)(2x

2
 + x + 1). 

 

 
 

A B x E 

H 

Γ Ε Γ 

Θ 
Κ 
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ΙΠΖ 
Αξρηθά βξίζθνπκε ην πξόζεκν ηνπ θάζε παξάγνληα 
ρσξηζηά σο εμήο:  
 

  Δπεηδή 
x 1 0 x 1    , 

ην x - 1 είλαη ζεηηθό γηα x > 1, κεδέλ γηα x = 1 θαη 
αξλεηηθό γηα x < 1.  

  Δπεηδή 

   2x x 6 0 x 3 x 2 0 x 3 ή x 2           , 

ην x
2
 + x - 6 είλαη ζεηηθό γηα x < -3 θαη γηα x > 2, κεδέλ 

γηα x = -3 θαη γηα x = 2 θαη αξλεηηθό γηα -3 < x < 2.  

  Δπεηδή ην 2x
2
 + x +1 έρεη δηαθξίλνπζα  

Γ = 1 - 8 = -7 < 0, ην ηξηώλπκν απηό είλαη ζεηηθό γηα 
θάζε x .  

 

Ο πξνζδηνξηζκόο, ηώξα, ηνπ πξνζήκνπ ηνπ γηλνκέλνπ 
P(x) γίλεηαη κε ηε βνήζεηα ηνπ παξαθάησ πίλαθα, 
εθαξκόδνληαο ηνλ θαλόλα ησλ πξνζήκσλ. 
 

 
Ώζηε ην γηλόκελν P(x) είλαη ζεηηθό γηα -3 < x < 1 θαη γηα  
x > 2, ελώ είλαη αξλεηηθό γηα x < -3 θαη γηα 1 < x < 2. 
Σέινο είλαη κεδέλ γηα x = -3, γηα x = 1 θαη γηα x = 2. 
 
 

 

 

x -∞  -3  1  2  +∞ 

x -1  - | - 0 + | +  

x
2
 + x - 6  + 0 - | - 0 +  

2x
2
 + x + 1  + | + | + | +  

P(x)  - 0 + 0 - 0 +  
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Αληζώζεηο ηεο κνξθήο Α(x)  Β(x)  …  Φ(x) > 0 (< 0) 
Άκεζε εθαξκνγή ησλ παξαπάλσ έρνπκε ζηελ επίιπζε 
αληζώζεσλ ηεο κνξθήο Α(x)  Β(x)  …  Φ(x) > 0 (< 0), 
όπσο είλαη γηα παξάδεηγκα ε αλίζσζε 

(x - 1)(x
2
 + x - 6)(2x

2
 + x + 1) < 0 

Πξνθεηκέλνπ λα ιύζνπκε ηελ αλίζσζε απηή αξθεί λα 
βξνύκε ηηο ηηκέο ηνπ x  γηα ηηο νπνίεο ην γηλόκελν  

P(x) = (x - 1)(x
2
 + x - 6)(2x

2
 + x + 1) είλαη αξλεηηθό. 

Από ηελ πξώηε θαη ηελ ηειεπηαία γξακκή ηνπ πίλαθα 
πξνζήκνπ ηνπ P(x) δηαπηζηώλνπκε όηη ε αλίζσζε 

αιεζεύεη όηαλ    x , 3 1,2    . 

 

Αληζώζεηο ηεο κνξθήο 
 
 

Α x
0 ( 0)

Β x
   

 
 

Όπσο γλσξίδνπκε ην πειίθν θαη ην γηλόκελν δύν 
αξηζκώλ είλαη νκόζεκα. Δπνκέλσο: 
 

 
 

 
   

x
0 x x 0

x


    


 θαη 

 

 
   

x
0 x x 0

x


    


 

 
αθνύ, θακία από ηηο ιύζεηο ηεο  Α(x)  Β(x) > 0 θαη ηεο 
Α(x)  Β(x) < 0 δελ κεδελίδεη ην Β(x). 
 
Γηα παξάδεηγκα, έζησ όηη ζέινπκε λα ιύζνπκε ηελ 
αλίζσζε 

    

   2

2

x 1 2x x 1
0

x x 6
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Ζ αλίζσζε απηή είλαη ηζνδύλακε κε ηελ 

(x - 1)(x
2
 + x - 6)(2x

2
 + x + 1) > 0, 

δειαδή κε ηελ P(x) > 0, ε νπνία, από ηνλ πίλαθα 

πξνζήκνπ ηνπ P(x) αιεζεύεη όηαλ    x 3,1 2,    . 

 

ΠΣΝΙΗΝ 
 

Μία αλίζσζε ηεο κνξθήο  
 

 

x
0

x





 αιεζεύεη γηα 

εθείλνπο ηνπο πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο x γηα ηνπο 
νπνίνπο ηζρύνπλ ζπγρξόλσο 

Α(x)  Β(x) > 0 θαη Β(x) ≠ 0. 
 

Έζησ γηα παξάδεηγκα ε αλίζσζε 
2

2

x 4x 3
0

x 3x 4

 


 
. 

Έρνπκε: 
 
 

    
2

2 2
2

x 4x 3
0 x 4x 3 x 3x 4 0

x 3x 4

 
      

 
 

  

θαη  x
2
 + 3x - 4 ≠ 0. 

 

Οη ξίδεο ηνπ ηξησλύκνπ x
2
 - 4x + 3 είλαη νη 1 θαη 3, ελώ 

ηνπ ηξησλύκνπ x
2
 + 3x - 4 είλαη νη 1 θαη -4. 

πληάζζνπκε ηνλ πίλαθα πξνζήκνπ ηνπ γηλνκέλνπ: 
 

P(x) = (x
2
 - 4x + 3)(x

2
 + 3x - 4) 
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x -∞  -4  1  3  +∞ 

x
2
 - 4x + 3  + | + 0 - 0 +  

x
2
 + 3x - 4  + 0 - 0 + | +  

P(x)  + | - | - | +  
 

Άξα ε αλίζσζε αιεζεύεη όηαλ    x , 4 3,     . 

 
 

 ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Να βξείηε ην πξόζεκν ηνπ γηλνκέλνπ 
 

P(x) = (2 - 3x)(x
2
 - x - 2)(x

2
 - x +1). 

 

 
2. Να βξείηε ην πξόζεκν ηνπ γηλνκέλνπ 
 

P(x) = (-x
2

 + 4)(x
2

 - 3x + 2)(x
2

 + x + 1). 
 

 

3. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε (x - 1)(x
2
 + 2)(x

2
 - 9) > 0. 

 

 

4. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε (3 - x)(2x
2
 + 6x)(x

2
 + 3) ≤ 0. 

 

 

5. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε (2 - x- x
2
)(x

2
 + 2x + 1) ≤ 0. 

 
6. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε  

 

(x - 3)(2x
2
 + x - 3)(x - 1 - 2x

2
) > 0. 
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7. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 

i) 
x 2

0
x 1





 ii) 

2x 1
0

x 3





 

 

8. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 
2

2

x x 2
0

x x 2

 


 
 

 

Β΄ ΝΚΑΓΑΠ 
 

 

1. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 

i) 
2x 3

4
x 1





   ii) 

x 2
4

3x 5





 

 

 

2. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε: 

2x 3x 10
2 0

x 1

 
 


 

 
 

3. Να ιύζεηε ηηο αληζώζεηο: 
 

i) 
x 2

3x 5 x 1


 
   ii) 

x 3

2x 1 x 2


 
 

 

 

4. Να ιύζεηε ηελ αλίζσζε 
x 1

2
x


  

 

5. Μία εηαηξεία παξάγεη ειεθηξηθνύο ιακπηήξεο. Γηα έλα 
ζπγθεθξηκέλν ηύπν ιακπηήξσλ ην ηκήκα έξεπλαο 
αγνξάο ηεο εηαηξείαο εθηηκά όηη αλ ε ηηκή πώιεζεο 
ησλ ιακπηήξσλ είλαη x επξώ αλά ιακπηήξα, ηόηε ην 
εβδνκαδηαίν θόζηνο Κ θαη ηα αληίζηνηρα έζνδα Δ (ζε 
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ρηιηάδεο επξώ) δίλνληαη από ηνπο ηύπνπο Κ = 7 - x 

θαη Δ = 5x - x
2
. Να βξείηε ηηο ηηκέο πώιεζεο ησλ 

ιακπηήξσλ γηα ηηο νπνίεο ε εηαηξεία έρεη θέξδνο. 
 

 
6. Έλα θάξκαθν είλαη απνηειεζκαηηθό αλ ε ζπγθέληξσ-

ζή ηνπ ζην θπθινθνξηθό ζύζηεκα ππεξβαίλεη κία  
 

νξηζκέλε ηηκή, πνπ θαιείηαη ειάρηζην ζεξαπεπηηθό  
επίπεδν. Τπνζέηνπκε όηη ε ζπγθέληξσζε ζ ελόο  
θαξκάθνπ, t ώξεο ύζηεξα από ηε ιήςε ηνπ, δίλεηαη  
 

από ηνλ ηύπν 
2

20t
 mgr / lt

t 4
 


. Αλ γηα ην ζπγθεθξη- 

κέλν θάξκαθν ην ειάρηζην ζεξαπεπηηθό επίπεδν είλαη  
4 mgr /lt, λα βξείηε πόηε ε ζπγθέληξσζή ηνπ ζα  
μεπεξάζεη ην επίπεδν ζ. 

 
ΔΟΥΡΖΠΔΗΠ ΘΑΡΑΛΝΖΠΖΠ  3νπ ΘΔΦΑΙΑΗΝ   
 
 

I. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο λα 
επηιέμεηε ηε ζσζηή απάληεζε. 
 

1. Αλ ε αλίζσζε -x
2
 + 2x + γ > 0 είλαη αδύλαηε ηόηε: 

Α) γ > -1  Β) γ = -1  Γ) γ < -1  Γ) γ ≥ -1. 
 

 

2. Αλ ε αλίζσζε x
2
 - 2x + γ > 0 αιεζεύεη γηα θάζε x , 

ηόηε: 
Α) γ < 1 Β) γ = 1 Γ) γ > 1 Γ) γ ≤ 1. 

 

 

3. Αλ ε αλίζσζε -2x
2
 + 3ιx - ι

2
 ≤ 0 αιεζεύεη γηα θάζε  

x , ηόηε: 
Α) ι > 0 Β) ι < 0 Γ) ι = 1 Γ) ι = 0. 
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4. Ζ εμίζσζε |x - 1| + |x - 5| = 4 αιεζεύεη αλ θαη κόλν αλ: 
Α) x < 1 Β) x > 5 Γ) 1 ≤ x ≤ 5 Γ) 1 < x < 5. 

 

 
5. Ζ εμίζσζε |x - 1| = x - 1: 

Α) Δίλαη αδύλαηε Β) Έρεη κνλαδηθή ιύζε ηε x = 1 
Γ) Έρεη άπεηξεο ιύζεηο Γ) Δίλαη ηαπηόηεηα. 
 

 

II. Πε θαζεκηά από ηηο παξαθάησ πεξηπηώζεηο λα 
θπθιώζεηε ην γξάκκα Α, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
αιεζήο θαη ην γξάκκα Τ, αλ ν ηζρπξηζκόο είλαη 
ςεπδήο. 

 
 

1. 
Ζ αλίζσζε x

2
 + ιx + ι

2
 > 0 κε ι ≠ 0, 

αιεζεύεη γηα όια ηα x . 
A Φ 

2. 
Ζ αλίζσζε ι

2
x

2
 + 4ιx + 5 ≤ 0 κε ι ≠ 0, 

αιεζεύεη γηα όια ηα x  είλαη αδύλαηε. 
Α Φ 

3. 
Οη αληζώζεηο x

2
(x - 1) ≥ 0 θαη x - 1 > 0 έρνπλ 

ηηο ίδηεο ιύζεηο. 
A Φ 

4. 
Οη αληζώζεηο x

2
(x - 1) ≤ 0 θαη x - 1 ≤ 0 έρνπλ 

ηηο ίδηεο ιύζεηο.  
Α Φ 

5. 

 

Οη αληζώζεηο  
2x 1

1
x 1





 θαη 2x - 1 > x + 1  

 

έρνπλ ηηο ίδηεο ιύζεηο. 

A Φ 

6. 

 

Οη αληζώζεηο  
 

2

x 1
0

x 2





  θαη x - 1 ≥ 0  

 
έρνπλ ηηο ίδηεο ιύζεηο. 

Α Φ 
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7. 

Οη αληζώζεηο 
 

2

x 1
0

x 2





 θαη  

 

(x - 1) (x - 2)
2
 ≥ 0 έρνπλ ηηο ίδηεο ιύζεηο. 

Α Φ 

8. 

 

Οη αληζώζεηο 
x 2

0
x 1





 θαη (x - 2)(x -1) ≥ 0  

 

έρνπλ ηηο ίδηεο ιύζεηο.  

A Φ 

9. 

 

Οη αληζώζεηο 
x 2

0
x 1





 θαη (x - 2)(x -1) < 0  

 

έρνπλ ηηο ίδηεο ιύζεηο. 

Α Φ 

10. 

 

Οη αληζώζεηο 
x 1 x 2

x 1 x 1

 


 
 θαη  

 

(x + 1)
2
 < (x - 1)(x + 1) έρνπλ ηηο ίδηεο ιύζεηο.  

A Φ 

III. Λα αληηζηνηρίζεηε θαζέλα από ηα ηξηώλπκα ηεο Α' 
νκάδαο κε ηελ ηζνδύλακε κνξθή ηνπ από ηε Β' 
νκάδα. 

 
 
 
  

Α' ΝΚΑΓΑ 

1 -2x
2
 + 6 x - 4 

2 x
2
 - 3x + 2 

3 -x
2
 + 3x - 2 

4 2x
2
 - 6x + 4 

Β' ΝΚΑΓΑ 

Α (x -1)( x - 2) 

Β -(x - 1)(x - 2) 

Γ 2(x - 1)(x - 2) 

Γ -2(x - 1)(x - 2 ) 
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IV. Λα εληνπίζεηε ην ιάζνο ζηνπο παξαθάησ 
ζπιινγηζκνύο: 

 

1. Ζ αλίζσζε (2x - 6)(x - 1) > 0 γξάθεηαη ηζνδύλακα: 

   2x 6 x 1 0 2x 6 0 θαη  x 1 0

x 3 θαη  x 1 x 3.

       

    
 

 
 

Όκσο ν αξηζκόο 0, αλ θαη είλαη κηθξόηεξνο ηνπ 3,  
επαιεζεύεη ηε δνζείζα αλίζσζε. 

 

 

2. Ζ αλίζσζε 
4

x
x

  γξάθεηαη ηζνδύλακα: 
 

 

 

  2 24
x x 4 x 4 0 2 x 2

x
          .  

 

Όκσο ν αξηζκόο -1, αλ θαη είλαη κεηαμύ ηνπ -2 θαη ηνπ  
2, δελ επαιεζεύεη ηε δνζείζα αλίζσζε. 

 

 

3. Ζ αλίζσζε (x + 2)
2
 (x - 1) ≥ 0 γξάθεηαη ηζνδύλακα: 

2(x 2) (x 1) 0 x 1 0 x 1        . 
 

Όκσο ν αξηζκόο -2, αλ θαη είλαη κηθξόηεξνο ηνπ 1,  
επαιεζεύεη ηε δνζείζα αλίζσζε. 
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   ΞΟΝΝΓΝΗ 

5.1 Αθνινπζίεο     

 

Ζ έλλνηα ηεο αθνινπζίαο 
 
Αο ππνζέζνπκε όηη θαηαζέηνπκε ζηελ ηξάπεδα έλα 
θεθάιαην 10000 επξώ κε αλαηνθηζκό αλά έηνο θαη κε 
επηηόθην 2%. Απηό ζεκαίλεη όηη ζε έλα ρξόλν νη ηόθνη 
πνπ ζα απνδώζεη ην θεθάιαην πξνζηίζεληαη ζε απηό 
θαη ην πνζό πνπ πξνθύπηεη μαλαηνθίδεηαη γηα ηνλ 
επόκελν ρξόλν κε ην ίδην επηηόθην. Ζ δηαδηθαζία απηή 
κπνξεί λα ζπλερηζηεί όζα ρξόληα ζέινπκε. Δπνκέλσο, 
ην θεθάιαην ησλ 10000 επξώ ζα γίλεη: 
ε έλα ρξόλν: 
 

10000 0,02 10000

10000 (1 0,02)

10200επξώ

  

 



 

 
ε δύν ρξόληα: 
 

2

10000 1,02 0,02 (10000 1,02)

10000 1,02 (1 0,02)

10000 (1,02)

10404 επξώ

    

    

  



 

πλερίδνληαο κε ηνλ ίδην ηξόπν βξίζθνπκε όηη ην πνζό 
ησλ 10000 επξώ ζα γίλεη: 

5 
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ε 3 ρξόληα 10000 (1,02)
3
 επξώ, ζε 4 ρξόληα 

10000·(1,02)
4
 επξώ θηι. θαη ζε λ ρξόληα ζα γίλεη 

10000(1,02 )
λ
 επξώ. 

 
Έηζη έρνπκε ηνλ πίλαθα: 
 

Υξόληα λ Κεθάιαην ζε λ ρξόληα 

1 10000●1,02 

2 10000●(1,02)
2
 

3 10000●(1,02)
3
 

… … 

λ 10000●(1,02)
λ
 

…. …. 
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Παξαηεξνύκε όηη θάζε ζεηηθόο αθέξαηνο λ 
αληηζηνηρίδεηαη ζηνλ πξαγκαηηθό αξηζκό 10000·(1,02)

λ
.  

Ζ παξαπάλσ αληηζηνίρηζε νλνκάδεηαη αθνινπζία 
πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ. 
Γεληθά αθνινπζία πξαγκαηηθώλ αξηζκώλ είλαη κηα 
αληηζηνίρηζε ησλ θπζηθώλ αξηζκώλ 1,2,3,…,λ,… ζηνπο 
πξαγκαηηθνύο αξηζκνύο. Ο αξηζκόο ζηνλ νπνίν 
αληηζηνηρεί ν 1 θαιείηαη πξώηνο όξνο ηεο αθνινπζίαο 
θαη ηνλ ζπκβνιίδνπκε ζπλήζσο κε α1, ν αξηζκόο ζηνλ 
νπνίν αληηζηνηρεί ν 2 θαιείηαη δεύηεξνο όξνο ηεο 
αθνινπζίαο θαη ηνλ ζπκβνιίδνπκε ζπλήζσο κε α2 θ.ι.π. 
Γεληθά ν αξηζκόο ζηνλ νπνίν αληηζηνηρεί έλαο θπζηθόο 
αξηζκόο λ θαιείηαη λ-νζηόο ή γεληθόο όξνο ηεο 
αθνινπζίαο θαη ην ζπκβνιίδνπκε ζπλήζσο κε αλ. 
Γειαδή, 1→ α1, 2→ α2, 3→α3, …, λ→αλ, … Σελ 
αθνινπζία απηή ηε ζπκβνιίδνπκε (αλ).  
Παξαδείγκαηα. 
i. Ζ αληηζηνίρηζε 1→1

2
, 2→2

2
,... λ→λ

2
,... είλαη ε 

αθνινπζία (αλ) πξώην όξν α1=1
2
, δεύηεξν όξν α2=2

2
 

θιπ. θαη γεληθό όξν αλ=λ
2
.  

ii. Ζ αθνινπζία (αλ) κε γεληθό όξν αλ= (-1)
λ
 έρεη όξνπο: 

α1=-1, α2=1, α3= -1,… 
iii. Ζ αθνινπζία (αλ) κε λ-νζηό όξν 




1
 

έρεη όξνπο: 

1
1

1
1 

2

1
, 2   

 

3
1

α ,
3
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Αθνινπζίεο πνπ νξίδνληαη αλαδξνκηθά 

ηελ αθνινπζία 1
2
, 2

2
, 3

2
, ..., λ

2
,... ν γεληθόο ηεο όξνο  

αλ = λ
2
 καο επηηξέπεη λα βξνύκε ηνλ νπνηνλδήπνηε όξν 

ηεο. Δίλαη π.ρ. α20 = 20
2
 = 400, α100 = 100

2
 = 10000 θηι. 

Τπάξρνπλ όκσο θαη αθνινπζίεο πνπ γηα ην γεληθό ηνπο 
όξν είλαη δύζθνιν λα βξεζεί έλαο καζεκαηηθόο ηύπνο 

Αο ζεσξήζνπκε π.ρ. ηελ αθνινπζία (αλ), ηεο νπνίαο ν 
πξώηνο όξνο είλαη ην 1, ν δεύηεξνο όξνο είλαη επίζεο 
ην 1 θαη θάζε άιινο όξνο, από ηνλ ηξίην θαη κεηά, είλαη 
ίζνο κε ην άζξνηζκα ησλ δπν πξνεγνύκελσλ όξσλ: 

α1=1, α2=1, αλ+2= αλ+1+αλ 

Έρνπκε: 

α3=1+1=2, α4=2+1=3, α5=3+2=5,α6=5+3=8, θηι.  

Παξαηεξνύκε όηη κπνξνύκε κε δηαδνρηθά βήκαηα λα 
βξνύκε ηνλ νπνηνλδήπνηε όξν ηεο αθνινπζίαο. Απηό 

ζεκαίλεη όηη ε αθνινπζία (αλ) είλαη ηειείσο νξηζκέλε. 

Λέκε όηη ε αθνινπζία (αλ) νξίδεηαη αλαδξνκηθά θαη ε 

ηζόηεηα αλ+2 = αλ+1+αλ ιέγεηαη αλαδξνκηθόο ηύπνο ηεο 
αθνινπζίαο. Γεληθόηεξα, γηα λα νξίδεηαη κηα αθνινπζία 
αλαδξνκηθά, απαηηείηαη λα γλσξίδνπκε: 

i. Σνλ αλαδξνκηθό ηεο ηύπν θαη 
ii. Όζνπο αξρηθνύο όξνπο καο ρξεηάδνληαη, ώζηε ν 

αλαδξνκηθόο ηύπνο λα αξρίζεη λα δίλεη όξνπο. 

ρόιην: Τπάξρνπλ αθνινπζίεο, γηα ηηο νπνίεο κέρξη 
ηώξα δε γλσξίδνπκε νύηε έλαλ ηύπν γηα ην γεληθό ηνπο 
όξν νύηε έλαλ αλαδξνκηθό ηύπν. Μηα ηέηνηα αθνινπζία 
είλαη π.ρ. ε αθνινπζία ησλ πξώησλ αξηζκώλ: 

2, 3, 5, 7, 11, 13,... 
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ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ 

 

1
ν
 Να γξάςεηε ηνπο ηέζζεξηο πξώηνπο όξνπο θαη ηνπο 

20νπο όξνπο ησλ αθνινπζηώλ 
 

 i) 32 2         

ii) 
λ

λ
( 1)

β
2λ 1





 

ΛΤΖ 
 
i) Έρνπκε:  

α1=2 · 1
2
 – 3 = -1, α2=2 · 2

2
 – 3 = 5, 

α3=2 · 3
2
 – 3 = 15, α4=2 · 4

2
 – 3 = 29 

θαη  α20=2 · 20
2
 – 3 = 797 

 
ii)Έρνπκε: 
 

1
112

)1( 1

1 



 , 

3

1

122

)1( 2

2 



 , 

5

1

132

)1( 3

3 



 , 

7

1

142

)1( 4

4 



  

 
θαη 
 

39

1

1202

)1( 20

20 
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2
ν
 Γίλεηαη ε αθνινπζία κε α1 = 2 θαη αλ = αλ

2
 + 1. Να 

βξεζνύλ νη πξώηνη ηέζζεξηο όξνη ηεο αθνινπζίαο 
 
ΛΤΖ 
 
Έρνπκε:  

α1=2, 

α2=α1
2
+1=2

2
+1=5, 

α3=α2
2
+1=5

2
+1=26, 

α4=α3
2
+1=26

2
+1=677. 

 

3
ν
 Γίλεηαη ε αθνινπζία αλ = 3λ+5. Να νξηζηεί ε 

αθνινπζία απηή θαη αλαδξνκηθά. 
 

ΛΤΖ  
 
Έρνπκε 

αλ+1 - αλ  = [3(λ+1)+5]-(3λ+5)= 
=3λ+3+5-3λ-5= 
=3 

 
 

Άξα αλ+1=3+αλ πνπ είλαη ν αλαδξνκηθόο ηύπνο ηεο 

αθνινπζίαο. Δπεηδή α1 = 3 ·1+5 = 8, ε αθνινπζία 
νξίδεηαη αλαδξνκηθά σο εμήο: 

α1= 8 θαη αλ+1= 3+αλ. 
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ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να βξείηε ηνπο πέληε πξώηνπο όξνπο ησλ 
αθνινπζηώλ: 
 

i) αλ=2λ+1, ii) αλ=2
λ
, iii) αλ=λ

2
+λ, 

iv) 
1

)1( 2




 , v) 

1

10

1


 







 , 

vi) 



 









2

1
1 , vii)  5 , 

viii) 






 


4
, ix) 2

2






 , 

x) 

 


1

)1( 1
, xi) 

λ 1
λα ( 1) .   

 
2. Να βξείηε ηνπο πέληε πξώηνπο όξνπο ησλ 
αθνινπζηώλ: 

α1=2, 



1

1  

α1=0, αλ+1=αλ
2
 + 1  

α1=3, αλ+1=2(αλ -1). 
 
3. Να νξίζεηε αλαδξνκηθά ηηο αθνινπζίεο: 

i) αλ=λ + 5,  ii) αλ=2
λ
, iii) αλ=2

λ
-1,  

iv) αλ=5λ+3. 
 
4. Να βξείηε ην λ-νζηό όξν ησλ αθνινπζηώλ: 

i) α1=1, αλ+1=αλ+2,  

ii) α1=3, αλ+1=5αλ. 
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5.2 Αξηζκεηηθή Ξξόνδνο     

 
-ηελ αθνινπζία 1, 3, 5, 7,... ησλ πεξηηηώλ αξηζκώλ, 
θάζε όξνο πξνθύπηεη από ηνλ πξνεγνύκελό ηνπ κε 
πξόζζεζε ηνπ αξηζκνύ 2. Γειαδή γηα ηελ αθνινπζία 
απηή ηζρύεη: 

αλ+1 = αλ + 2     ή     αλ+1 - αλ = 2 

Ζ αθνινπζία (αλ) ιέγεηαη αξηζκεηηθή πξόνδνο κε 
δηαθνξά 2.  
-ηελ αθνινπζία 15, 10, 5, 0, -5, -10,... θάζε όξνο 
πξνθύπηεη από ηνλ πξνεγνύκελό ηνπ κε πξόζζεζε ηνπ 
αξηζκνύ -5. Γειαδή γηα ηελ αθνινπζία απηή ηζρύεη: 

αλ+1=αλ-5     ή     αλ+1-αλ=-5 
Όπσο θαη πξνεγνπκέλσο, ε αθνινπζία (αλ) ιέγεηαη 
αξηζκεηηθή πξόνδνο κε δηαθνξά -5. 
Γεληθόηεξα νξίδνπκε όηη: 
 

Μηα αθνινπζία ιέγεηαη αξηζκεηηθή πξόνδνο, αλ θάζε 
όξνο ηεο πξνθύπηεη από ηνλ πξνεγνύκελό ηνπ κε 
πξόζζεζε ηνπ ίδηνπ πάληνηε αξηζκνύ. 

 
Σνλ αξηζκό απηό ηνλ ζπκβνιίδνπκε κε σ θαη ηνλ ιέκε 
δηαθνξά ηεο πξνόδνπ. 

Δπνκέλσο, ε αθνινπζία (αλ) είλαη αξηζκεηηθή πξόνδνο 
κε δηαθνξά σ, αλ θαη κόλν αλ ηζρύεη: 
 

αλ+1 = αλ + σ  ή   αλ+1 - αλ = σ 

 
 
Αλ ζε κηα αξηζκεηηθή πξόνδν γλσξίδνπκε ηνλ πξώην 

όξν ηεο α1 θαη ηε δηαθνξά ηεο σ ηόηε ν αλαδξνκηθόο 
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ηεο ηύπνο αλ+1 = αλ+σ καο επηηξέπεη λα βξνύκε κε 
δηαδνρηθά βήκαηα ηνλ νπνηνλδήπνηε όξν ηεο. 
 

Μπνξνύκε όκσο λα ππνινγίζνπκε θαηεπζείαλ ην λν= 

όξν αλ κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ σο ζπλάξηεζε ησλ 

α1, σ θαη λ σο εμήο: Από ηνλ νξηζκό ηεο αξηζκεηηθήο 
πξνόδνπ έρνπκε: 
 

α1=1 

α2=α1+σ 

α3=α2+σ 

α4=α3+σ 
…………………. 

αλ-1=αλ-2+σ 

αλ=αλ-1+σ 
 
Πξνζζέηνληαο θαηά κέιε ηεο λ απηέο ηζόηεηεο θαη 
εθαξκόδνληαο ηελ ηδηόηεηα ηεο δηαγξαθήο βξίζθνπκε 

αλ = α1 + (λ-1)σ 
Δπνκέλσο 
 

O λ-νζηόο όξνο κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ κε πξώην 
όξν α1 θαη δηαθνξά σ είλαη  

αλ=α1+(λ-1)σ 

 
Έηζη π.ρ. ζηελ αξηζκεηηθή πξόνδν 3, 5, 7, 9 ... ε νπνία 
έρεη  

α1 = 3 θαη σ=5-3=2,  

ν λ-νζηόο όξνο ηεο είλαη αλ = 3+(λ-1) 2.  
 

Δπνκέλσο ν 20νο όξνο ηεο είλαη α20 = 3+19 · 2 = 41, ν 

100νο όξνο ηεο είλαη α100 = 3+99·2 = 201 θηι. 
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Αξηζκεηηθόο κέζνο 
 
Αλ πάξνπκε ηξεηο δηαδνρηθνύο όξνπο α, β, γ κηαο 
αξηζκεηηθήο πξνόδνπ κε δηαθνξά σ, ηόηε ηζρύεη: 
 
β - α = σ θαη γ – β = σ,  
 
επνκέλσο 
 
β – α = γ - β ή  
 

2

)( 
  

 
Αιιά θαη αληηζηξόθσο, αλ γηα ηξεηο αξηζκνύο α, β, γ 
ηζρύεη 
 

2

)( 
  

 
ηόηε έρνπκε 
 
2β = α + γ ή β – α = γ – β 
 
πνπ ζεκαίλεη όηη νη α, β, γ είλαη δηαδνρηθνί όξνη 
αξηζκεηηθήο πξνόδνπ. Ο β ιέγεηαη αξηζκεηηθόο κέζνο 
ησλ α θαη γ. 
Απνδείμακε ινηπόλ όηη: 

Σξεηο αξηζκνί α, β, γ είλαη δηαδνρηθνί όξνη αξηζκεηηθήο 
πξνόδνπ  

αλ θαη κόλν αλ ηζρύεη 
2

)( 
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Άζξνηζκα λ δηαδνρηθώλ όξσλ αξηζκεηηθήο 
πξνόδνπ 
 
Αο ζεσξήζνπκε ηελ αξηζκεηηθή πξόνδν 1, 2, 3, 4,... θαη 
αο βξνύκε ην άζξνηζκα ησλ 100 πξώησλ όξσλ ηεο 
S100=1+2+3+...+98+99+100 
 
Αληί λα πξνζζέζνπκε ηνπο αξηζκνύο απηνύο κε ηνλ 
ζπλήζε ηξόπν, κπνξνύκε λα βξνύκε ζπληνκόηεξα ην 
άζξνηζκά ηνπο σο εμήο: 
 
Γξάθνπκε δπν θνξέο ην παξαπάλσ άζξνηζκα, αιιά κε 
αληίζεηε ηε ζεηξά ησλ πξνζζεηέσλ θαη πξνζζέηνπκε ηηο 
δπν ηζόηεηεο θαηά κέιε: 
 

S100= 1+2+3+…+98+99+100 

S100= 100+99+98+…+3+2+1 

2S100= 

(1+100)+(2+99)+(3+98)+…+(98+3)+(99+2)+(100+1) 

ή 2S100= 101+101+101+…+101+101+101 

ή 2S100=100*100, άξα 100
100 101

S 5050
2


   

 
Δθαξκόδνληαο ηνλ παξαπάλσ ηξόπν ζε κηα 
νπνηαδήπνηε αξηζκεηηθή πξόνδν, ζα απνδείμνπκε όηη: 
 

Σν άζξνηζκα ησλ πξώησλ λ όξσλ αξηζκεηηθήο 
πξνόδνπ (αλ) κε δηαθνξά σ είλαη 

1 λ
λ

Sλ (α α )
2
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ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
Έρνπκε: 
 

    )1()2(...)2()(S 11111  

θαη      )1()2(...)2()(S  

Αλ πξνζζέζνπκε θαηά κέιε ηηο παξαπάλσ ηζόηεηεο έρνπκε: 

)()(...)()()(S2 11111    

ή ).(S2 1   Άξα ).(
2

S 1 


  

Δπεηδή  )1(1 , ν ηύπνο )1(
2

S 


  γξάθεηαη: 

                                                  


 )1(2
2

S 1  
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ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑΡΑ 

 
1

ν
  

Να βξεζεί ην άζξνηζκα  
7+10+13 +...+ 157. 
 
ΛΤΖ 
 
Πξόθεηηαη γηα ην άζξνηζκα δηαδνρηθώλ όξσλ κηαο 

αξηζκεηηθήο πξνόδνπ κε α1 = 7, αλ = 157 θαη  
σ = 3.  
Γηα λα ην ππνινγίζνπκε, ρξεηαδόκαζηε ην πιήζνο λ ησλ 
πξνζζεηέσλ.  
Από ηνλ ηύπν ηνπ λ-νζηνύ όξνπ  

αλ = α1+(λ-1)σ έρνπκε 

157 = 7+(λ-1)3  

7+(λ-1)3 = 157  

3λ = 153  λ = 51 
 
Δπνκέλσο ην δεηνύκελν άζξνηζκα είλαη 
 

51
51

S (7 157) 4182.
2

    

 
2

ν
  

Πόζνη όξνη ηεο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ 52, 47, 42,... έρνπλ 
άζξνηζκα ίζν κε 90; 
 
ΛΤΖ 
 
Έρνπκε  

α1=52, σ=47-52=-5 θαη Sλ=90 
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Δπεηδή 

 


 )1(2
2

S 1  

έρνπκε: 
 

  )5109(
2

90)5)(1(522
2

90 





    

    01801095 2   
9

ή 20
5

      

 
Δπεηδή όκσο v∈ ℕ*

, ζπκπεξαίλνπκε όηη λ = 20. Άξα 20 
όξνη ηεο δνζείζεο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ έρνπλ 
άζξνηζκα ίζν κε 90. 
 
3

ν
  

Ο 10νο όξνο κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ είλαη ν 42 θαη ν 
19νο όξνο ηεο είλαη ν 87. Να ππνινγηζζεί ην άζξνηζκα 
ησλ πξώησλ 100 όξσλ ηεο πξνόδνπ απηήο. 
 
ΛΤΖ 
 

Από ηνλ ηύπν αλ = α1+(λ-1)σ έρνπκε 42 =α1+ 9σ θαη  

87= α1+ 18σ. Δπνκέλσο νη α θαη σ είλαη νη ιύζεηο ηνπ 
ζπζηήκαηνο 









8718

429

1

1
 

 
Από ηελ επίιπζε ηνπ ζπζηήκαηνο απηνύ βξίζθνπκε όηη 
είλαη  

α1 = -3 θαη σ = 5. 
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 599)3(2
2

100
S100      

   
24450

)4956(50




 

 

ΑΠΘΖΠΔΗΠ 

 

Α΄ ΝΚΑΓΑΠ 
1. Να βξείηε ην λ-oζηό 

 
όξν ησλ αξηζκεηηθώλ πξνόδσλ: 

 
i) 7,10,13,…   ii) 11,13,15,….        iii) 5,2,-1,…. 

iv)  
5

2, , 3,...
2

,     v)-6,-9,-12 

2. Να βξείηε ην δεηνύκελν όξν ζε θαζεκηά από ηηο 
αξηζκεηηθέο πξνόδνπο: 
 

i) Σνλ α15 ηεο -2,3,8…  ii) Σνλ α20 ηεο 11,18,25,… 

iii) Σνλ α30 ηεο 4,15,26,… 

iv) Σνλ α35 ηεο 17,25,33,…v)Σνλ α50 ηεο   ,...
3

7
,

3

5
,1  

 

vi) Σνλ α47 ηεο    ,...2,
4

5
,

2

1  

3. i) Αλ ν 6νο  όξνο κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ είλαη 12 
θαη ν 10νο όξνο είλαη 16, λα βξείηε ηνλ 1o όξν θαη ηε 
δηαθνξά ηεο πξνόδνπ. 

ii) Οκνίσο, αλ είλαη α5 = 14 θαη α12 = 42 

iii) Οκνίσο, αλ είλαη α3 = 20 θαη α7 = 32. 
 
4. i) Ο 5νο όξνο κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ είλαη -5 θαη 
ν 15νο όξνο ηεο είλαη -2. Να βξείηε ηνλ 50ν όξν ηεο 
πξνόδνπ. 

ii) Αλ ζε κηα αξηζκεηηθή πξόνδν είλαη α7 = 55 θαη  

α22 = 145, λα βξείηε ηνλ α18. 
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5. i) Πνηνο όξνο ηεο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ κε α1 = 2 
θαη σ = 5 ηζνύηαη κε 97; 

ii) Πνηνο όξνο ηεο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ κε α1 = 80 θαη 
σ = -3 ηζνύηαη κε -97; 
 
6. i) Να βξείηε ηνλ αξηζκεηηθό κέζν ησλ 10 θαη -40 
ii) Να βξείηε γηα πνηα ηηκή ηνπ x ν αξηζκεηηθόο κέζνο 
ησλ 5x+1 θαη 11 είλαη ν 3x-2. 
 
7. Αλ δπν αξηζκνί δηαθέξνπλ θαηά 10 θαη ν 
αξηζκεηηθόο ηνπο κέζνο είλαη ν 25, λα βξείηε ηνπο δπν 
απηνύο αξηζκνύο. 
 
8. Να βξείηε ην άζξνηζκα ησλ πξώησλ 40 όξσλ ησλ 
αξηζκεηηθώλ πξνόδσλ: 
 
i) 7,9,11,... ii) 0, 2, 4,.... iii) 6, 10, 14,... iv)-7,-2,+3,... 
 
9. Να βξείηε ην άζξνηζκα ησλ πξώησλ 80 όξσλ ησλ 
αξηζκεηηθώλ πξνόδσλ: 
 

i) 2,-1,-4,…          ii) ,...
3

5
,1,

3

1
,

3

1
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10. Να ππνινγίζεηε ηα αζξνίζκαηα: 
   
i) 1+5+9 + ... + 197 ii) 9+12+15+ ... + 90  
iii) -7-10-13-...-109. 
 
11. Πόζνπο πξώηνπο όξνπο πξέπεη λα πάξνπκε από 
θαζεκηά από ηηο παξαθάησ αξηζκεηηθέο πξνόδνπο γηα 
λα έρνπλ άζξνηζκα 180; 
 
   
i) 4, 8, 12,... ii) 5, 10, 15,... 
 
12. Μηα ζηέγε ζρήκαηνο ηξαπεδίνπ έρεη 15 ζεηξέο 
θεξακίδηα. Ζ πξώηε ζεηξά έρεη 53 θεξακίδηα θαη θάζε 
επόκελε ζεηξά έρεη δπν θεξακίδηα ιηγόηεξα. Πόζα 
θεξακίδηα έρεη ε 15ε ζεηξά θαη πόζα θεξακίδηα έρεη 
ζπλνιηθά ε ζηέγε; 
 
 

B' ΝΚΑΓΑΠ 

1. Ο λ-νζηόο όξνο κηαο αθνινπζίαο είλαη αλ = 12-4λ. 
Να δείμεηε όηη ε αθνινπζία απηή είλαη αξηζκεηηθή 

πξόνδνο θαη λα γξάςεηε ηνλ πξώην όξν ηεο α1 θαη ηε 
δηαθνξά ηεο σ. 
 
2. Να βξείηε ην άζξνηζκα: 
i) ησλ πξώησλ 200 πεξηηηώλ αξηζκώλ, ii) ησλ πξώησλ 
300 ζεηηθώλ άξηησλ 
iii) όισλ ησλ πεξηηηώλ αξηζκώλ κεηαμύ 16 θαη 380. 
 
3. Να βξείηε ην άζξνηζκα: 
i) ησλ πνιιαπιαζίσλ ηνπ 5 κεηαμύ 1 θαη 199, 
ii) ησλ πνιιαπιαζίσλ ηνπ 3 κεηαμύ 10 θαη 200. 
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4. Να βξείηε ην άζξνηζκα: 

i) ησλ πξώησλ 30 όξσλ ηεο αθνινπζίαο αλ = 5λ-4, 

ii) ησλ πξώησλ 40 όξσλ ηεο αθνινπζίαο αλ = -5λ-3. 
 
5. Να βξείηε ην άζξνηζκα ησλ αθεξαίσλ από 1 κέρξη 
200 πνπ δελ είλαη πνιιαπιάζηα ηνπ 4 ή ηνπ 9. 
 
6. Να βξείηε ην ειάρηζην πιήζνο πξώησλ όξσλ ηεο 
αξηζκεηηθήο πξνόδνπ 1, 3, 5, 7,... πνπ απαηηνύληαη, 
ώζηε ην άζξνηζκα ηνπ λα μεπεξλάεη ην 4000. 
 
7. Να ζπκπιεξώζεηε ην δηπιαλό πίλαθα, ζηνλ νπνίν 

ηα α1, σ, λ, αλ θαη Sλ αλήθνπλ ζε θάζε γξακκή ζηελ ίδηα 
αξηζκεηηθή πξόνδν 
 
 
 
 
 
 
 
 
8. Έλα ξνιόη ρηππάεη ηηο αθέξαηεο ώξεο. Πόζα 
ρηππήκαηα αθνύγνληαη ζε έλα 24/σξν; 
 
9. Έλα ζηάδην έρεη 33 ζεηξέο θαζηζκάησλ. ηελ θάησ-
θάησ ζεηξά βξίζθνληαη 800 ζέζεηο θαη ζηελ πάλσ-πάλσ 
ζεηξά βξίζθνληαη 4160 ζέζεηο. Σν πιήζνο ησλ ζέζεσλ 
απμάλεη από ζεηξά ζε ζεηξά θαηά ηνλ ίδην πάληα αξηζκό 
ζέζεσλ. Να βξείηε πόζεο ζέζεηο έρεη ζπλνιηθά ην 
ζηάδην θαη πόζεο ζέζεηο έρεη ε κεζαία ζεηξά.     
 
10. Μεηαμύ ησλ αξηζκώλ 3 θαη 80 ζέινπκε λα βξνύκε 
άιινπο 10 αξηζκνύο πνπ όινη καδί λα είλαη δηαδνρηθνί 

α1 σ λ αλ Sλ 

120 -10 12   

5  27 109  

 3 12  210 

 2 16 -8  
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όξνη κηαο αξηζκεηηθήο πξνόδνπ. Να βξεζνύλ νη αξηζκνί 

απηνί. [Ρέηνηα πξνβιήκαηα ιέγνληαη πξνβιήκαηα 

παξεκβνιήο όξσλ]. 
 
11. Να ππνινγίζεηε ην άζξνηζκα:  
 














1
...

31
1  

 
12. Έλαο αγξόηεο, γηα λα θάλεη κία γεώηξεζε ζην 
θηήκα ηνπ, ζπκθώλεζε ηα εμήο κε ηνλ ηδηνθηήηε ηνπ 
γεσηξύπαλνπ: Σν 1 κέηξν ζα θνζηίζεη 20 επξώ θαη 
απμαλνκέλνπ ηνπ βάζνπο, ζα απμάλεηαη θαη ε ηηκή θάζε 
κέηξνπ θαηά 5 επξώ. Ο αγξόηεο δηαζέηεη 4700 επξώ. ε 
πόζν βάζνο κπνξεί λα πάεη ε γεώηξεζε ζην θηήκα ηνπ; 
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5.3 Γεσκεηξηθή Ξξόνδνο     

 
- ηελ αθνινπζία 3, 6, 12, 24,... θάζε όξνο ηεο 
πξνθύπηεη από ηνλ πξνεγνύκελό ηνπ κε 
πνιιαπιαζηαζκό επί 2. Γειαδή γηα ηελ αθνινπζία 
απηή ηζρύεη: 

 21          ή       21 







 

 
 
Ζ αθνινπζία (αλ) ιέγεηαη γεσκεηξηθή πξόνδνο κε ιόγν 
2. ηελ αθνινπζία 27, -9, 3,-1, ... θάζε όξνο ηεο 
πξνθύπηεη από ηνλ πξνεγνύκελό ηνπ κε 

πνιιαπιαζηαζκό επί 
3

1 . Γειαδή γηα ηελ αθνινπζία 

απηή ηζρύεη: 
 

 









3

1
αα λ1λ     ή        

3

1

α

α

λ

1λ   

 
 
Όπσο θαη πξνεγνπκέλσο, ε αθνινπζία (αλ) ιέγεηαη 
γεσκεηξηθή πξόνδνο κε ιόγν  

3

1  

 
Γεληθόηεξα νξίδνπκε όηη: 
 

Μηα αθνινπζία ιέγεηαη γεσκεηξηθή πξόνδνο, αλ θάζε 
όξνο ηεο πξνθύπηεη από ηνλ πξνεγνύκελν κε 
πνιιαπιαζηαζκό επί ηνλ ίδην πάληνηε κε κεδεληθό 
αξηζκό. 
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Σνλ αξηζκό απηό ηνλ ζπκβνιίδνπκε κε ι θαη ηνλ ιέκε 

ιόγν ηεο πξνόδνπ. ε κηα γεσκεηξηθή πξόνδν (αλ) 
ππνζέηνπκε πάληα όηη α1 ≠ 0, νπόηε, αθνύ είλαη θαη  

ι ≠ 0, ηζρύεη αλ ≠ 0 γηα θάζε v∈ ℕ*
. Δπνκέλσο, ε 

αθνινπζία (αλ) είλαη γεσκεηξηθή πξόνδνο κε ιόγν ι, αλ 
θαη κόλν αλ ηζρύεη: 
 

αλ+1 = αλ · ι  ή   αλ+1 / αλ = ι 

 
 
Αλ ζε κηα γεσκεηξηθή πξόνδν γλσξίδνπκε ηνλ πξώην 
όξν ηεο α. θαη ην ιόγν ηεο ι, ηόηε ν αλαδξνκηθόο ηεο 

ηύπνο αλ+1=αλ· ι καο επηηξέπεη λα βξνύκε κε δηαδνρηθά 
βήκαηα ηνλ νπνηνλδήπνηε όξν ηεο. Μπνξνύκε όκσο λα 
ππνινγίζνπκε θαηεπζείαλ ην λ° όξν αλ κηαο 
γεσκεηξηθήο πξνόδνπ σο ζπλάξηεζε ησλ α1, ι θαη λ σο 
εμήο: 
 
Από ηνλ νξηζκό ηεο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ έρνπκε: 

α1= α1 

α2=α1·ι 

α3=α2·ι 

α4=α3·ι 
…………………. 

αλ-1=αλ-2·ι 

αλ=αλ-1·ι 
 
Πνιιαπιαζηάδνληαο θαηά κέιε ηηο λ απηέο ηζόηεηεο θαη 
εθαξκόδνληαο ηελ ηδηόηεηα ηεο δηαγξαθήο, βξίζθνπκε 

αλ=α1ι
λ-1

 
 
Δπνκέλσο 
 

88 / 133 



Ο λ-νζηόο όξνο κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ κε πξώην 
όξν α1 θαη ιόγν ι είλαη  

αλ=α1 · ι
λ-1

 

 
Έηζη π.ρ. ζηε γεσκεηξηθή πξόνδν 3, -6, 12, -24,... ε 

νπνία έρεη α1 = 3 θαη ι = 
6

3
  = -2 

ν λ-νζηόο όξνο ηεο είλαη αλ = 3 · (-2)
λ-1

. Δπνκέλσο ν 5νο 

όξνο ηεο είλαη α5=3(-2)
4
=48 ν δέθαηνο όξνο ηεο είλαη 

α10=3(-2)
9
=-1536 θηι. 

 

Γεσκεηξηθόο κέζνο 
 
Αλ πάξνπκε ηξεηο δηαδνρηθνύο όξνπο α, β, γ κηαο 
γεσκεηξηθήο πξνόδνπ κε ιόγν ι, ηόηε ηζρύεη 
 

                                                   ι
α

β
     και     ι

β

γ
  

 
 

Δπνκέλσο:  

 

 

β

γ

α

β
      και      αγβ2   

 
Αιιά θαη αληηζηξόθσο, αλ γηα ηξεηο αξηζκνύο α, β, γ ≠0 

ηζρύεη β
2
 = αγ, ηόηε 

β

γ

α

β
  

 
πνπ ζεκαίλεη όηη νη α, β, γ είλαη δηαδνρηθνί όξνη κηαο 
γεσκεηξηθήο πξνόδνπ.  
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Ο ζεηηθόο αξηζκόο 
 

αγ  

 
ιέγεηαη γεσκεηξηθόο κέζνο ησλ α θαη γ. 
 
Απνδείμακε ινηπόλ όηη: 
 

Σξεηο κε κεδεληθνί αξηζκνί α, β, γ είλαη δηαδνρηθνί όξνη 
γεσκεηξηθήο πξνόδνπ, αλ θαη κόλν αλ ηζρύεη 

β
2
=αγ 

 
 

Άζξνηζκα λ δηαδνρηθώλ όξσλ γεσκεηξηθήο 
πξνόδνπ 
 
Αο ζεσξήζνπκε ηε γεσκεηξηθή πξόνδν 1, 3, 9, 27, ... 
ζηελ νπνία είλαη α1 = 1 θαη ι = 3, θαη αο βξνύκε ην 
άζξνηζκα S7 ησλ 7 πξώησλ όξσλ ηεο.  
 
Έρνπκε 
S7=1+3+9+27+81+243+729         (1)  
 
Αληί λα πξνζζέζνπκε ηνπο αξηζκνύο απηνύο κε ηνλ 
ζπλήζε ηξόπν, κπνξνύκε λα βξνύκε ζπληνκόηεξα ην 
άζξνηζκά ηνπο σο εμήο:  
 
Πνιιαπιαζηάδνπκε ηα κέιε ηεο (1) κε ην ιόγν ι=3 θαη 
έρνπκε 
3S7=3+9+27+81+243+729+2187         (2) 
Αθαηξνύκε από ηα κέιε ηεο (2) ηα κέιε ηεο (1) θαη 
έρνπκε: 
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3S7- S7 = 2187 – 1 
2S7 = 2186 
S7 = 1093 

 
Δθαξκόδνληαο ηνλ παξαπάλσ ηξόπν ζε κηα 
νπνηαδήπνηε γεσκεηξηθή πξόνδν, ζα απνδείμνπκε όηη: 

 
Σν άζξνηζκα ησλ πξώησλ λ όξσλ κηαο γεσκεηξηθήο 
πξνόδνπ (αλ) κε ιόγν ι≠1 είλαη 

λ

λ 1
ι 1

S α
ι 1


 


 

 

 
ΑΠΟΓΔΗΞΖ 
 
Έζησ  
 
Sλ = α1 + α1ι + α1ι

2
 + … + α1ι

λ-2
 + α1ι

λ-1
 (1) 

 
Πνιιαπιαζηάδνπκε ηα κέιε ηεο (1) κε ην ιόγν ι θαη 
έρνπκε 
 
ιSλ = α1ι + α1ι

2
 + α1ι

3
 +… + α1ι

λ-1
 + α1ι

λ
 (2) 

 
Αθαηξνύκε από ηα κέιε ηεο (2) ηα κέιε ηεο (1) θαη 
έρνπκε: 
 
ιSλ – Sλ = α1ι

λ
 - α1  ή 

(ι – 1)Sλ = α1(ι
λ
-1) 

 
Δπνκέλσο, αθνύ ι≠1, έρνπκε:  

 

1ι

)1ι(α
S

λ
1

λ
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Παξαηήξεζε: ηελ πεξίπησζε πνπ ν ιόγνο ηεο 
πξνόδνπ είλαη ι-1, ηόηε ην άζξνηζκα ησλ όξσλ ηεο είλαη  
Sv = λ · α1 αθνύ όινη νη όξνη ηεο πξνόδνπ είλαη ίζνη κε 
α1. 
 

ΞΑΟΑΓΔΗΓΚΑΡΑ 

 
1°  
Να βξεζεί ν λ όξνο κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ ηεο 

νπνίαο ν 4νο όξνο είλαη 
3

4
 θαη ν 9νο είλαη 

3

128
 . 

 
ΛΤΖ 
 
Έζησ α1, ν πξώηνο όξνο ηεο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ θαη 
ι ν ιόγνο ηεο.  
Σόηε έρνπκε: 

4

3
ιαια 3

1
14

1   

 
θαη 

128

3
ιαια 8

1
19

1   

 
 
 

Δπνκέλσο 
 

4

3
:

128

3

ια

ια
3

1

8
1









                 ή          

32

1
ι5   
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από ηελ νπνία πξνθύπηεη όηη  
 

2

1

32

1
ι 5   

 
 

 
Αληηθαζηζηνύκε ηελ ηηκή απηή ηνπ ι ζηελ 
 

4

3
ια 3

1   

 
 
θαη έρνπκε 
 

4

3

2

1
α

3

1 







         ή         α1=  -  6 

 
 
Άξα ν λ όξνο ηεο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ, ζύκθσλα κε 
ηνλ ηύπν  

,ιαα 1λ
1λ

  

 
 

είλαη 

λ 1
λ

1
α ( 6)( ) .

2
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2°  
Να ππνινγηζηεί ην άζξνηζκα 
 

256

1
...

4

1

2

1
1   

ΛΤΖ 
Πξόθεηηαη γηα ην άζξνηζκα δηαδνρηθώλ όξσλ κηαο 

γεσκεηξηθήο πξνόδνπ κε α1 = 1 θαη ι = 
1

.
2

 

Γηα λα εθαξκόζνπκε ηνλ ηύπν 

 ,
1ι

1ι
αS

λλ

1λ



  

 
πξέπεη λα μέξνπκε ην πιήζνο λ ησλ όξσλ.  
Από ηνλ ηύπν όκσο ηνπ λ όξνπ αλ=α1ι

λ-1
 έρνπκε 

,
2

1
1

256

1
1λ









  

ή 
1λ8

2

1

2

1



















 

 
θαη επνκέλσο λ- 1 = 8 ή λ=9. 
Άξα ην δεηνύκελν άζξνηζκα είλαη: 
 
 

2

1
1

512

1
1

1
2

1

1
2

1

1S

9

λ


















       

 
256

511

512

1022

2

1
512

511
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ΑΚΖΔΗ 

 

Α' ΝΚΑΓΑΠ 
 
1. Να βξείηε ην λ όξν ησλ γεσκεηξηθώλ πξνόδσλ: 
 

i) 3, 6, 12,… ii) ,...6,2,
3

2 iii) 9, 27, 81,… 

iv) ,...
16

1
,

8

1
,

4

1  v) 16, 8, 4,… vi) 18, 6, 2,… 

 
vii) 1, 0, 4, 0, 16,… vii) -2, 4, -8,… ix) -3, 9,-27,… 
 
2. Να βξείηε ην δεηνύκελν όξν ζε θαζεκηά από ηηο 
γεσκεηξηθέο πξνόδνπο: 
 

 i) Σνλ α9 ηεο ,...1,
2

1
,

4

1  ii) Σνλ α7 ηεο 2, 6, 18,… 

 

iii) Σνλ α8 ηεο 729, 243,… iv) Σνλ α10 ηεο 1, -2, 4,… 

 

v) Σνλ α9 ηεο ,...
3

2
,

9

4
,

27

8  

 
3. i) Να βξείηε ηνλ 1° όξν κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ, 

ηεο νπνίαο ν 5νο όξνο είλαη 
3

32

 
θαη ν ιόγνο 2. 

ii) Οκνίσο, αλ ν 42 όξνο είλαη 
4

3
 θαη ν ιόγνο 

3

8
 

4. i) Να βξείηε ην ιόγν κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ ηεο 
νπνίαο ν 3νο όξνο είλαη 12 θαη ν 62νο όξνο είλαη 96. 
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ii) Οκνίσο, αλ ν 2νο όξνο είλαη 
8

3
 θαη ν 52νο όξνο είλαη

64
.

81
 

 
5. Να βξείηε: 

 i) ηνλ α14 κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ κε α4=125 θαη  

α10=
64

124
 

ii) ηνλ α21 κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ κε α13= 2  θαη 

α23=32 2. 
 
6. Έζησ ε γεσκεηξηθή πξόνδνο 3, 6, 12,.... Να βξείηε ην 
πιήζνο ησλ όξσλ ηεο κέρξη θαη ηνλ όξν πνπ ηζνύηαη κε 
768. 
7. i) Να βξείηε ηνλ πξώην όξν ηεο γεσκεηξηθήο 
πξνόδνπ 4, 8, 16,... πνπ ππεξβαίλεη ην 2000 
   
ii) Να βξείηε ηνλ πξώην όξν ηεο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ 
128, 64, 32,..., πνπ είλαη κηθξόηεξνο ηνπ 0,25. 
 
8. i) Να βξείηε ην γεσκεηξηθό κέζν ησλ αξηζκώλ 5 θαη 

20, θαζώο θαη ησλ 
3

1
 θαη 3    

ii) Να βξείηε ηνλ x ώζηε νη αξηζκνί x-4, x+1, x-19 λα 
απνηεινύλ γεσκεηξηθή πξόνδν. 
 
9. Να βξείηε ην άζξνηζκα ησλ πξώησλ 10 όξσλ ησλ 
γεσκεηξηθώλ πξνόδσλ 
 
  i) 1, 2, 4,… ii) 3, 9, 27,… iii) -4, 8, -16 
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10. Να βξείηε ην άζξνηζκα ησλ πξώησλ 8 όξσλ ησλ 
γεσκεηξηθώλ πξνόδσλ 
   

i) 2+8+32+…+8192 ii) 4+2+1+…+
512

1
  

iii) 1+(-2)+4+…+256. 
 
11. Μηα θνηλσλία βαθηεξηδίσλ δηπιαζηάδεηαη ζε αξηζκό 
θάζε κηα ώξα. Αλ αξρηθά ππάξρνπλ 3 βαθηεξίδηα, πόζα 
βαθηεξίδηα ζα ππάξρνπλ ύζηεξα από 12 ώξεο; 
 
12. Μηα κπάια πέθηεη από ύςνο 60 κέηξσλ θαη 

αλαπεδά ζε έδαθνο θζάλνληαο θάζε θνξά ζην 
1

3  
ηνπ 

ύςνπο ηεο πξνεγνύκελεο αλαπήδεζεο. Να βξείηε ζε ηη 
ύςνο ζα θζάζεη ζηελ 4ε αλαπήδεζε. 
 

B' ΝΚΑΓΑΠ 
 

1. Ο λ-νζηόο όξνο κηαο αθνινπζίαο είλαη λ
λ 1

1
2 .

3 
  Να 

δείμεηε όηη ε αθνινπζία απηή είλαη γεσκεηξηθή πξόνδνο 

θαη λα γξάςεηε ηνπο α1 θαη ι. 
 

2. Γηα πνηα ηηκή ηνπ λ νη αξηζκνί λ 5 , 
4 10λ 4 , 

λ 2  είλαη δηαδνρηθνί όξνη γεσκεηξηθήο πξνόδνπ; 
 
3. Να δείμεηε όηη: 
i) ηα ηεηξάγσλα ησλ όξσλ κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ 
ζρεκαηίδνπλ επίζεο γεσκεηξηθή πξόνδν 
 
ii) Αλ πςώζνπκε θάζε όξν κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ 
ζηελ k, ηόηε πξνθύπηεη πάιη γεσκεηξηθή πξόνδνο. 
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4. Να βξείηε ηε γεσκεηξηθή πξόνδν, ηεο νπνίαο: ην 

άζξνηζκα ησλ δπν πξώησλ όξσλ ηεο είλαη 3+ 3  θαη ην 
άζξνηζκα ησλ ηεζζάξσλ πξώησλ όξσλ ηεο είλαη  

4(3+ 3 ).  
 
5. Να βξείηε ην άζξνηζκα ησλ πξώησλ δέθα όξσλ ηεο 

γεσκεηξηθήο πξνόδνπ, ζηελ νπνία είλαη α2+α6 =34 θαη 

α3+α7=68. 
 
6. Ο πιεζπζκόο κηαο ρώξαο είλαη 90 εθαηνκκύξηα θαη 
παξνπζηάδεη εηήζηα αύμεζε 2%. Αλ είλαη ν πιεζπζκόο 
ηεο ρώξαο ύζηεξα από λ ρξόληα, λα βξείηε έλαλ 
αλαδξνκηθό ηύπν, θαζώο θαη ην γεληθό όξν ηεο 
αθνινπζίαο (αλ). 
- Πνηόο ζα είλαη ν πιεζπζκόο ηεο ρώξαο ύζηεξα από 10 
ρξόληα; [Υξεζηκνπνηήζηε ππνινγηζηή ηζέπεο]. 
 
7. Ζ έληαζε ηνπ θσηόο κεηώλεηαη θαηά 10%, όηαλ απηό 

δηέξρεηαη από έλα θίιηξν. Αλ Ηλ είλαη ε έληαζε ηνπ 
θσηόο, αθνύ δηέιζεη δηαδνρηθά κέζα από λ ηέηνηα 
θίιηξα, λα βξείηε έλαλ αλαδξνκηθό ηύπν, θαζώο θαη ην 

γεληθό όξν ηεο αθνινπζίαο (Ηλ). 
  - Πνηα ζα είλαη ε έληαζε ηνπ θσηόο, αλ δηέιζεη κέζα 

από 10 ηέηνηα θίιηξα θαη ε αξρηθή έληαζε είλαη Η0; 
[Υξεζηκνπνηήζηε ππνινγηζηή ηζέπεο]. 
 
8. ε έλα όξγαλν κνπζηθήο ν ηόλνο C' έρεη ζπρλόηεηα 
261 Hz θαη ε νθηάβα ηνπ C" έρεη δηπιάζηα ζπρλόηεηα. 
Αλάκεζα ζηνπο C' θαη C" ππάξρνπλ 11 επηπιένλ ηόλνη, 
ησλ νπνίσλ νη ζπρλόηεηεο ζρεκαηίδνπλ κε ηηο 
ζπρλόηεηεο ησλ C' θαη C" 13 δηαδνρηθνύο όξνπο 
γεσκεηξηθήο πξνόδνπ. Να ππνινγίζεηε: 
i) ην ιόγν ηεο πξνόδνπ, ii) ηε ζπρλόηεηα ηνπ πέκπηνπ 
ηόλνπ. 
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9. Σν ςπγείν ελόο θνξηεγνύ πεξηέρεη 40 It λεξό. 
Αδεηάδνπκε 4 lt λεξό θαη ην αληηθαζηζηνύκε κε 
αληηπεθηηθό. Ύζηεξα αδεηάδνπκε 4 It ηνπ κείγκαηνο θαη 
ην αληηθαζηζηνύκε κε αληηπεθηηθό θ.ν.θ. Αλ Dλ είλαη ε 
πνζόηεηα ηνπ λεξνύ ζην ςπγείν, αθνύ εθαξκνζζεί ε 
δηαδηθαζία λ θνξέο, λα βξείηε: 
i) Έλαλ αλαδξνκηθό ηύπν ηεο αθνινπζίαο (Dλ). 
ii) Σελ πνζόηεηα ηνπ αληηπεθηηθνύ ζην ςπγείν, αθνύ 
εθαξκνζζεί ε δηαδηθαζία 7 θνξέο. [Υξεζηκνπνηήζηε 
ππνινγηζηή ηζέπεο]. 
 
10. Λέγεηαη όηη ν εθεπξέηεο ηνπ ζθαθηνύ παξαθιήζεθε 
από έλαλ Ηλδό βαζηιηά λα δεηήζεη όπνηα ακνηβή ήζειε 
γηα ηε ζπνπδαία ηδέα ηνπ. Ο εθεπξέηεο δήηεζε λα πάξεη 
ην ξύδη πνπ ζα καδεπόηαλ σο εμήο: ην 1ν ηεηξαγσλάθη 
ηνπ ζθαθηνύ λα έβαδε θάπνηνο έλαλ θόθθν ξπδηνύ, ζην 
2ν ηεηξαγσλάθη 2 θόθθνπο, ζην 3ν ηεηξαγσλάθη 4 
θόθθνπο, ζην 5ν ηεηξαγσλάθη 8 θόθθνπο θηι. 
Να βξείηε πόζνη ηόλνη ζα ήηαλ ε πνζόηεηα απηή ηνπ 
ξπδηνύ, αλ 1 Kg ξπδηνύ έρεη 20000 θόθθνπο. 
 
11. Κάζε πιεπξά ελόο ηζόπιεπξνπ ηξηγώλνπ ρσξίδεηαη 
ζε ηξία ίζα ηκήκαηα. Σν κεζαίν ηκήκα θάζε πιεπξάο 
αληηθαζίζηαηαη από ηηο δπν πιεπξέο ηζόπιεπξνπ 
ηξηγώλνπ. ην ζρήκα κε κνξθή αζηεξηνύ πνπ 

πξνθύπηεη αληηθαζηζηνύκε πάιη ην κεζαίν 
3

1
 θάζε 

πιεπξάο κε δπν πιεπξέο ηζόπιεπξνπ ηξηγώλνπ. Με 
αλάινγν ηξόπν ζπλερίδνπκε γηα θάζε ζρήκα πνπ 
πξνθύπηεη από ηε δηαδηθαζία απηή. 
 
i) Να βξείηε έλαλ αλαδξνκηθό ηύπν θαη ην γεληθό όξν 

ηεο αθνινπζίαο (Sv) πνπ εθθξάδεη ην πιήζνο ησλ 
πιεπξώλ θάζε ζρήκαηνο. 
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ii) Να βξείηε έλαλ αλαδξνκηθό ηύπν θαη ην γεληθό όξν 

ηεο αθνινπζίαο (Uv) πνπ εθθξάδεη ηελ πεξίκεηξν θάζε 
ζρήκαηνο, αλ ην αξρηθό ηζόπιεπξν ηξίγσλν έρεη 
πιεπξά ίζε κε 1. 
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Αλαηνθηζκόο – Ίζεο Θαηαζέζεηο      

 
Με ηε βνήζεηα ησλ γεσκεηξηθώλ πξνόδσλ κπνξνύκε 
λα ιύζνπκε πξνβιήκαηα νηθνλνκηθήο θύζεσο, πνπ 
ζπρλά παξνπζηάδνληαη ζηηο ζπλαιιαγέο κε 
πηζησηηθνύο νξγαληζκνύο. 
 

Αλαηνθηζκόο 
 
ΠΡΟΒΛΖΜΑ  
Καηαζέηνπκε ζηελ ηξάπεδα έλα θεθάιαην α επξώ κε 
εηήζην επηηόθην ε%. Με ηε ζπκπιήξσζε ελόο ρξόλνπ νη 
ηόθνη πξνζηίζεληαη ζην θεθάιαην θαη ην πνζό πνπ 
πξνθύπηεη είλαη ην λέν θεθάιαην πνπ ηνθίδεηαη κε ην 
ίδην επηηόθην γηα ηνλ επόκελν ρξόλν. Αλ ε δηαδηθαζία 
απηή επαλαιεθζεί γηα λ ρξόληα, λα βξεζεί πόζα 
ρξήκαηα ζα εηζπξάμνπκε ζην ηέινο ηνπ λ

νπ
 ρξόλνπ. 

(Σν πξόβιεκα απηό είλαη γλσζηό σο πξόβιεκα 
αλαηνθηζκνύ). 
 
ΛΤΖ 
 
ην ηέινο ηνπ 1 ρξόλνπ ην θεθάιαην α ζα δώζεη ηόθν 
 

α
100

ε
  

 
 

θαη καδί κε ηνλ ηόθν ζα γίλεη 
 











100

ε
1αα

100

ε
αα1  
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ην ηέινο ηνπ 2νπ ρξόλνπ ην θεθάιαην α1 ζα δώζεη ηόθν 
 

1α
100

ε
  

 
 
θαη καδί κε ηνλ ηόθν ζα γίλεη 
 











100

ε
1αα

100

ε
αα 1112  

 
ην ηέινο ηνπ 3νπ ρξόλνπ ην θεθάιαην α2 καδί κε ηνπο 
ηόθνπο ζα γίλεη 

.θηι
100

ε
1αα 23 








  

 
θαη γεληθά ζην ηέινο ηνπ λ ρξόλνπ ην θεθάιαην ζα γίλεη 
 









 

100

ε
1αα 1λλ  

 
Παξαηεξνύκε όηη ηα α1, α2, α3,...,αλ είλαη δηαδνρηθνί όξνη 
κηαο γεσκεηξηθήο πξνόδνπ κε 











100

ε
1αα1  

 
θαη 

100

ε
1ι   

Άξα, ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν ηνπ λ όξνπ γεσκεηξηθήο 
πξνόδνπ, ζην ηέινο ηνπ λ

νπ
 ρξόλνπ ην θεθάιαην α καδί 

κε ηνπο ηόθνπο ζα γίλεη 
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1λ

λ
100

ε
1

100

ε
1αα




















  

 
ή 

λ

λ
100

ε
1αα 








  

Αλ ζέζνπκε  

η
100

ε
  

πνπ είλαη ν ηόθνο ηνπ ελόο επξώ ζε έλα ρξόλν, έρνπκε 
ηνλ ηύπν 
 

αλ = α(1+η)
λ
 

 
πνπ είλαη γλσζηόο σο ηύπνο ηνπ αλαηνθηζκνύ. 
 
 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ 

 
Καηαζέηνπκε κε αλαηνθηζκό θεθάιαην 10000 επξώ κε 
εηήζην επηηόθην 2%. Να βξεζεί ηη πνζό ζα εηζπξάμνπκε 
ύζηεξα από 10 ρξόληα. 
 
ΛΤΖ 
ύκθσλα κε ηνλ ηύπν αλ=α(1+η)

λ
, ύζηεξα από 10 ρξόληα 

ζα εηζπξάμνπκε πνζό 
 

α10 = 10000 · (1+0,02)
10

 =  

= 10000 · (1,02)
10

 =  

= 10000 · 1,218994 =  
= 12189,94 επξώ. 
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Παξαηήξεζε. Σε δύλακε (1,02)
10

 ηελ ππνινγίδνπκε κε 
ηε βνήζεηα πηλάθσλ ή κε έλαλ ππνινγηζηή ηζέπεο. 
 

Ίζεο θαηαζέζεηο 
 
ΠΡΟΒΛΖΜΑ  
Καηαζέηνπκε ζε κηα ηξάπεδα ζηελ αξρή θάζε ρξόλνπ α 
επξώ κε αλαηνθηζκό θαη επηηόθην ε%. Ση πνζό ζα 
πάξνπκε ύζηεξα από λ ρξόληα;  
(Σν πξόβιεκα απηό είλαη γλσζηό σο πξόβιεκα ησλ 
ίζσλ θαηαζέζεσλ) 
 
ΛΤΖ 
 
Ζ 1ε θαηάζεζε ζα αλαηνθηζηεί γηα λ ρξόληα θαη 
επνκέλσο, ζύκθσλα κε ηνλ ηύπν ηνπ αλαηνθηζκνύ, ζα 
γίλεη 
 

α(1+ηα)
λ
,   όπνπ  

100

ε
η   

 
 
Ζ 2ε θαηάζεζε ζα αλαηνθηζηεί γηα λ-1 ρξόληα θαη 
επνκέλσο ζα γίλεη α(1+η)

λ-1
 θηι. θαη ε v θαηάζεζε ζα 

ηνθηζηεί γηα 1 ρξόλν θαη ζα γίλεη α(1+η).  
 
πλεπώο ύζηεξα από λ ρξόληα ζα πάξνπκε ην πνζό 
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  )η1(α...η1α)η1(α 1λλ  
 

         λ2 )η1(α...η1α)η1(α 

 1λ2 )η1(...)η1()η1(1)η1(α 

 
1)η1(

1η1
)η1(α

λ




  

 
Δπνκέλσο,  
 

 
η

1η1
)η1(α

λ 
  

 
 

 
Ο ηύπνο απηόο είλαη γλσζηόο σο ηύπνο ησλ ίζσλ 
θαηαζέζεσλ. 
 
 

ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑ 

 
ηελ αξρή θάζε ρξόλνπ θαηαζέηνπκε ζηελ ηξάπεδα 
πνζό 10000 επξώ κε αλαηνθηζκό θαη κε επηηόθην 2%.  
Ση πνζό ζα πάξνπκε ύζηεξα από 10 ρξόληα; 
 
ΛΤΖ 
 
ύκθσλα κε ηνλ ηύπν 
 

 
η

1η1
)η1(α

λ 
 , 

 
ύζηεξα από 10 ρξόληα ζα πάξνπκε πνζό 
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10

10

1 0,02 1
 10000 (1 0,02)

0,02

1 0,02 1
10000 1,02

0,02

1,218994 1
10000 1,02

0,02

10000 11,168694 111686,94 επξώ.

 
   

 
  


  

    
 

ΑΚΖΔΗ 

 
Γηα ηελ επίιπζε ησλ αζθήζεσλ λα ρξεζηκνπνηεζεί 
ππνινγηζηήο ηζέπεο 

 

Α' ΝΚΑΓΑΠ 

1. Γαλείδεη θάπνηνο 5000 επξώ κε αλαηνθηζκό θαη εηήζην 
επηηόθην 5%. Πόζα ρξήκαηα ζα πάξεη ζπλνιηθά 
ύζηεξα από 5 ρξόληα; 

2. Πόζα ρξήκαηα πξέπεη λα ηνθίζεη θάπνηνο κε 
αλαηνθηζκό θαη εηήζην επηηόθην 3% γηα λα πάξεη 
ύζηεξα από 10 ρξόληα ζπλνιηθά 50.000 επξώ; 

3. Πνην είλαη ην επηηόθην κε ην νπνίν, θεθάιαην 10.000 
επξώ, αλαηνθηδόκελν αλά έηνο, γίλεηαη ύζηεξα από 5 
ρξόληα 12.762 επξώ; 

4. ηελ αξρή θάζε ρξόλνπ θαη γηα 5 ζπλερή ρξόληα 
θαηαζέηνπκε 5.000 επξώ κε αλαηνθηζκό αλά έηνο θαη 
κε εηήζην επηηόθην 3%. Ση πνζό ζα πάξνπκε ζην ηέινο 
ηνπ 5νπ έηνπο; 
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Βάζεη ηνπ λ. 3966/2011 ηα δηδαθηηθά βηβιία ηνπ 

Γεκνηηθνύ, ηνπ Γπκλαζίνπ, ηνπ Λπθείνπ, ησλ ΔΠΑ.Λ. θαη 

ησλ ΔΠΑ.. ηππώλνληαη από ην ΗΣΤΔ - ΓΗΟΦΑΝΣΟ θαη 

δηαλέκνληαη δσξεάλ ζηα Γεκόζηα ρνιεία. Σα βηβιία 

κπνξεί λα δηαηίζεληαη πξνο πώιεζε, όηαλ θέξνπλ ζηε 

δεμηά θάησ γσλία ηνπ εκπξνζζόθπιινπ έλδεημε 

«ΓIΑΣΗΘΔΣΑΗ ΜΔ ΣΗΜΖ ΠΧΛΖΖ». Κάζε αληίηππν πνπ 

δηαηίζεηαη πξνο πώιεζε θαη δελ θέξεη ηελ παξαπάλσ 

έλδεημε ζεσξείηαη θιεςίηππν θαη ν παξαβάηεο δηώθεηαη 

ζύκθσλα κε ηηο δηαηάμεηο ηνπ άξζξνπ 7 ηνπ λόκνπ 1129 

ηεο 15/21 Μαξηίνπ 1946 (ΦΔΚ 1946, 108, Α'). 
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