
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
Γ΄Τάξης

Γενικού Λυκείου

Ομάδας Προσανατολισμού 
Θετικών Σπουδών 

και Σπουδών Οικονομίας & 
Πληροφορικής

Β´ ΜΈΡΟΣ

Τόμος 5ος



ΣΥΓΓΡΑΦΕΙΣ
Ανδρεαδάκης Στυλιανός

• Καθηγητής Παν/μίου Αθηνών

Κατσαργύρης Βασίλειος
	 • Καθηγητής Β/θμιας 

Εκπαίδευσης

Μέτης Στέφανος
• Καθηγητής Β/θμιας Εκπαίδευσης

Μπρουχούτας Κωνσταντίνος
• Καθηγητής Β/θμιας Εκπαίδευσης

Παπασταυρίδης Σταύρος
• Καθηγητής Παν/μίου Αθηνών

Πολύζος Γεώργιος
• Καθηγητής Β/θμιας Εκπαίδευσης

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΧΙΚΗΣ ΕΚΔΟΣΗΣ



ΙΣΤΟΡΙΚΑ ΣΗΜΕΙΩΜΑΤΑ
Θωμαΐδης Ιωάννης 

• Καθηγητής Β/θμιας Εκπαίδευσης

OMAΔΑ ΑΝΑΜΟΡΦΩΣΗΣ
Ανδρεαδάκης Στυλιανός, 
Κατσαργύρης Βασίλειος

Μέτης Στέφανος, 
Μπρουχούτας Κων/νος

Πολύζος Γεώργιος

ΕΠΟΠΤΕΙΑ ΣΤΟ ΠΛΑΙΣΙΟ 
ΤΟΥ ΠΑΙΔΑΓΩΓΙΚΟΥ 

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟΥ
Αδαμόπουλος Λεωνίδας

• Επίτιμος Σύμβουλος του Π.Ι.

Δακτυλογράφηση: Γαρδέρη Ρόζα
Σχήματα: Μπούτσικας Μιχάλης



Η επανέκδοση του παρόντος 
βιβλίου πραγματοποιήθηκε από 
το Ινστιτούτο Τεχνολογίας
Υπολογιστών & Εκδόσεων 
«Διόφαντος» μέσω ψηφιακής 
μακέτας, η οποία δημιουργήθηκε
με χρηματοδότηση από το ΕΣΠΑ 
/ ΕΠ «Εκπαίδευση & Διά Βίου 
Μάθηση» / Πράξη «ΣΤΗΡΙΖΩ».

Οι διορθώσεις πραγματοποιή-
θηκαν κατόπιν έγκρισης του Δ.Σ. 
του Ινστιτούτου Εκπαιδευτικής 
Πολιτικής

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΕΠΑΝΕΚΔΟΣΗΣ

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΕΠΑΝΕΚΔΟΣΗΣ

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΧΙΚΗΣ ΕΚΔΟΣΗΣ

ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ 
 ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ ΜΕ ΜΕΙΩΜΕΝΗ ΟΡΑΣΗ

ΙΤΥΕ - ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ

Οι διορθώσεις πραγματοποιήθηκαν κατόπιν έγκρισης 
του Δ.Σ. του Ινστιτούτου Εκπαιδευτικής Πολιτικής

Η επανέκδοση του παρόντος βιβλίου 
πραγματοποιήθηκε από το Ινστιτούτο Τεχνολογίας 
Υπολογιστών & Εκδόσεων «Διόφαντος» μέσω 
ψηφιακής μακέτας, η οποία δημιουργήθηκε με 
χρηματοδότηση από το ΕΣΠΑ / ΕΠ «Εκπαίδευση 
& Διά Βίου Μάθηση» / Πράξη «ΣΤΗΡΙΖΩ».

To πλαίσιο αυξομειώνεται



ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ  
ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ  

ΜΕ ΜΕΙΩΜΕΝΗ ΟΡΑΣΗ
ΙΤΥΕ - ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ 

μέγεθος 28΄΄

Η αξιολόγηση, η κρίση
των προσαρμογών και
η επιστημονική επιμέλεια
του προσαρμοσμένου βιβλίου 
πραγματοποιείται από τη Μονάδα 
Ειδικής Aγωγής του Ινστιτούτου 
Εκπαιδευτικής Πολιτικής.

Η προσαρμογή του βιβλίου
για μαθητές με μειωμένη όραση 
από το ΙΤΥΕ – ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ
πραγματοποιείται με βάση τις 
προδιαγραφές που έχουν
αναπτυχθεί από ειδικούς
εμπειρογνώμονες για το ΙΕΠ.



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
Γ΄ Τάξης

Γενικού Λυκείου
Ομάδας Προσανατολισμού Θετικών 

Σπουδών και Σπουδών Οικονομίας & 
Πληροφορικής

Β´ ΜΈΡΟΣ

Τόμος 5ος

 
Ανδρεαδάκης Στυλιανός

Καθηγητής Πανεπιστημίου Αθηνών
 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΔΕΙΑΣ, ΕΡΕΥΝΑΣ ΚΑΙ ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ
ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΗΣ ΠΟΛΙΤΙΚΗΣ

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ  
ΚΑΙ ΕΚΔΟΣΕΩΝ «ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ»

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΔΕΙΑΣ, ΕΡΕΥΝΑΣ 
ΚΑΙ ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΗΣ 
ΠΟΛΙΤΙΚΗΣ

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ ΚΑΙ ΕΚΔΟΣΕΩΝ 

«ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ»



ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΔΕΙΑΣ, ΕΡΕΥΝΑΣ ΚΑΙ ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ
ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΗΣ ΠΟΛΙΤΙΚΗΣ

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ  
ΚΑΙ ΕΚΔΟΣΕΩΝ «ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ»

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΔΕΙΑΣ, ΕΡΕΥΝΑΣ 
ΚΑΙ ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΗΣ 
ΠΟΛΙΤΙΚΗΣ

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ ΚΑΙ ΕΚΔΟΣΕΩΝ 

«ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ»

Κατσαργύρης Βασίλειος
Καθηγητής Β/θμιας εκπαίδευσης

Μέτης Στέφανος
Καθηγητής Β/θμιας εκπαίδευσης

Μπρουχούτας Κων/νος
Καθηγητής Β/θμιας εκπαίδευσης 

Παπασταυρίδης Σταύρος
Καθηγητής Πανεπιστημίου Αθηνών 

Πολύζος Γεώργιος
Καθηγητής Β/θμιας εκπαίδευσης

Η συγγραφή και η επιστημονική 
επιμέλεια του βιβλίου πραγματοποι-
ήθηκε υπό την αιγίδα του Παιδαγω-

γικού Ινστιτούτου
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3ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΣ  
ΛΟΓΙΣΜΟΣ

3.1  ΑΟΡΙΣΤΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ

Αρχική συνάρτηση
Πολλές φορές στην πράξη παρου-
σιάζονται προβλήματα, που η λύση 
τους απαιτεί πορεία αντίστροφη της 
παραγώγισης. Τέτοια προβλήματα 
είναι για παράδειγμα τα παρακάτω:

— Η εύρεση της θέσης S(t) ενός κι-
νητού τη χρονική στιγμή t, αν είναι 
γνωστή η ταχύτητά του υ(t) που, 
όπως γνωρίζουμε, είναι η παράγω-
γος της συνάρτησης θέσης x = S(t).
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— Η εύρεση της ταχύτητας υ(t) ενός 
κινητού τη χρονική στιγμή t, αν εί-
ναι γνωστή η επιτάχυνσή του γ(t) 
που, όπως γνωρίζουμε, είναι η πα-
ράγωγος της συνάρτησης υ = υ(t).

— Η εύρεση του πληθυσμού Ν(t) μιας 
κοινωνίας βακτηριδίων τη χρονική 
στιγμή t, αν είναι γνωστός ο ρυθμός 
αύξησης Ν′(t) του πληθυσμού.

Το κοινό χαρακτηριστικό των προ-
βλημάτων αυτών είναι ότι, δίνεται 
μια συνάρτηση f και ζητείται να βρε-
θεί μια άλλη συνάρτηση F για την 
οποία να ισχύει F′(x) = f(x) σε ένα 
διάστημα Δ. Οδηγούμαστε έτσι στον 
παρακάτω ορισμό.



(1) Αποδεικνύεται ότι κάθε συνεχής 
συνάρτηση σε διάστημα Δ έχει πα-
ράγουσα στο διάστημα αυτό.

ΟΡΙΣΜΟΣ

Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη 
σε ένα διάστημα Δ. Αρχική συ-
νάρτηση ή παράγουσα της f στο 
Δ(1) ονομάζεται κάθε συνάρτηση 
F που είναι παραγωγίσιμη στο Δ 
και ισχύει

F′(x) = f(x), για κάθε x Δ∈ .

Για παράδειγμα, η συνάρτηση 
F(x) = x3 είναι μια παράγουσα της  
f(x) = 3x2 στο x∈R, αφού (x3)′ = 3x2. 
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Παρατηρούμε ότι και όλες οι συναρ-
τήσεις της μορφής G(x) = x3 + c = 
= F(x) + c, όπου c∈R, είναι παρά-
γουσες της f στο x∈R, αφού (x3 + c)′ = 
= 3x2. Γενικά ισχύει το παρακάτω 
θεώρημα:

ΘΕΩΡΗΜΑ

Έστω f μια συνάρτηση ορισμένη 
σε ένα διάστημα Δ. Αν F είναι μια 
παράγουσα της f στο Δ, τότε
● όλες οι συναρτήσεις της μορφής

G(x) = F(x) + c, c∈R,
είναι παράγουσες της  f στο Δ και

● κάθε άλλη παράγουσα c∈R της 
f στο Δ παίρνει τη μορφή

G(x) = F(x) + c, c∈R.
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ

● Κάθε συνάρτηση της μορφής 
G(x) = F(x) + c, όπου c∈R, είναι μια 
παράγουσα της f στο Δ, αφού

G′(x) = (F(x) + c)′ = F′(x) = f(x), 
για κάθε x Δ∈ .

● Έστω G είναι μια άλλη παράγου-
σα της f στο Δ. Τότε για κάθε x Δ∈  
ισχύουν F′(x) = f(x) και G′(x) = f(x), 
οπότε

G′(x) = F′(x), για κάθε x Δ∈ .

Άρα, σύμφωνα με το πόρισμα της 
§ 2.6, υπάρχει σταθερά c τέτοια, 
ώστε G(x) = F(x) + c, για κάθε x Δ∈ . ■
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Αόριστο ολοκλήρωμα
Το σύνολο όλων των παραγουσών 
μιας συνάρτησης f σ’ ένα διάστημα 
Δ ονομάζεται αόριστο ολοκλήρωμα 
της f στο Δ, συμβολίζεται f(x)dx∫  
και διαβάζεται “ολοκλήρωμα εφ του 
x ντε x”. Δηλαδή,

f(x)dx F(x) c= +∫ , c∈R,

όπου F μια παράγουσα της f στο Δ.

Για παράδειγμα,

συνxdx ημx c= +∫ , αφού 
(ημx)′ = συνx.

Από τον τρόπο που ορίστηκε το αό-
ριστο ολοκλήρωμα προκύπτει ότι:
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Για κάθε συνάρτηση f, παραγωγί-
σιμη σε ένα διάστημα Δ, ισχύει

f (x)dx f(x) c′ = +∫ , c∈R 

Η διαδικασία εύρεσης του αόριστου 
ολοκληρώματος είναι αντίστροφη 
πορεία της παραγώγισης και λέγε-
ται ολοκλήρωση. Η σταθερά c λέγε-
ται σταθερά ολοκλήρωσης.
Από τον πίνακα των παραγώγων 
βασικών συναρτήσεων βρίσκου-
με τον παρακάτω πίνακα αόριστων 
ολοκληρωμάτων.
Οι τύποι του πίνακα αυτού ισχύουν 
σε κάθε διάστημα στο οποίο οι πα-
ραστάσεις του x που εμφανίζονται 
έχουν νόημα.
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Συνέπεια του ορισμού του αόριστου 
ολοκληρώματος και των κανόνων 
παραγώγισης είναι οι εξής δύο ιδιό-
τητες:

Αν οι συναρτήσεις f και g έχουν 
παράγουσα σ’ ένα διάστημα Δ, 
τότε

● λf(x)dx λ f(x)dx=∫ ∫ , *λ∈R

● (f(x) g(x))dx f(x)dx g(x)dx+ = +∫ ∫ ∫
(f(x) g(x))dx f(x)dx g(x)dx+ = +∫ ∫ ∫

Σύμφωνα με τους παραπάνω τύ-
πους έχουμε για παράδειγμα:

4 4 4
3

2 2
3

x dx x dx x c= = +∫∫
x x(3ημx 2e )dx 3ημxdx 2e dx− = − =∫ ∫ ∫
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x3 ημxdx 2 e dx= − =∫ ∫

x3συνx 2e c= − − +

3 1 3 1x
x

dx x
x

dx
x

dx−
= − =∫∫∫

= − =−∫ ∫
−

3
1
2

1
2x dx x dx

= − + = − +3 3
2

1
2

2 2

3
2

1
2 3

2
1
2x x c x x c.

= − + = − +3 3
2

1
2

2 2

3
2

1
2 3

2
1
2x x c x x c.
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ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. Να βρεθεί συνάρτηση f τέτοια, 
ώστε η γραφική της παράσταση να 
διέρχεται από το σημείο Α(2, 3) και 
να ισχύει  f′(x) = 2x - 1, για κάθε 
x∈R.

ΛΥΣΗ

Επειδή f′(x) = 2x - 1, έχουμε διαδο-
χικά:

′′ = −∫∫ f x dx x dx( ) ( )2 1

f x c x x c( ) ,+ = − +1
2

2   c c1 2, ∈R

 f x x x c c( ) ,= −− + −2
2 1  c c1 2, ∈R

f x x x c( ) ,= − +2
 c∈R.
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Για να διέρχεται η f από το σημείο 
Α(2, 3) πρέπει και αρκεί  f(2) = 3 ή, 
ισοδύναμα, 22 - 2 + c = 3, δηλαδή c = 1. 
Επομένως,  f(x) = x2 - x + 1.

2. Η είσπραξη E(x), από την πώ-
ληση x μονάδων ενός προϊόντος 
(0 x 100)≤ ≤  μιας βιομηχανίας, με-
ταβάλλεται με ρυθμό E′(x) = 100 - 
- x (σε χιλιάδες ευρώ ανά μονάδα 
προϊόντος), ενώ ο ρυθμός μετα-
βολής του κόστους παραγωγής εί-
ναι σταθερός και ισούται με 2 (σε 
χιλιάδες ευρώ ανά μονάδα προϊό-
ντος). Να βρεθεί το κέρδος της βι-
ομηχανίας από την παραγωγή 100 
μονάδων προϊόντος, υποθέτοντας 
ότι το κέρδος είναι μηδέν όταν η 
βιομηχανία δεν παράγει προϊόντα.
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ΛΥΣΗ

Αν P(x) είναι το κέρδος και K(x) είναι 
το κόστος παραγωγής για x μονά-
δες προϊόντος, τότε

P(x) = E(x) - K(x),

οπότε

P′(x) = E′(x)  - K′(x)  = 100  - x  - 2  = 
= 98  - x.

Δηλαδή
P′(x) = 98 - x,

οπότε
′′ = −∫ ∫P x dx x dx( ) ( )98

και άρα
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P x x x c( ) ,= − +98
2

2

 
c∈R.

Όταν η βιομηχανία δεν παράγει 
προϊόντα, το κέρδος είναι μηδέν, 
δηλαδή ισχύει P(0) = 0,οπότε c = 0. 
Επομένως,

P x x x( ) .= −98
2

2

Άρα, το κέρδος από 100 μονάδες 
προϊόντος είναι

P( )100 98 100 100
2

9800 5000 4800
2

= ⋅ − = − =

P( )100 98 100 100
2

9800 5000 4800
2

= ⋅ − = − =  (σε χιλιάδες 
ευρώ).
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-
ματα

   

3(xi) ημx συνx)dx+ +∫

x x
x

dxii)
2 1+ +

∫

3x xdxiii) ∫

x
x

dxiv)
3 8

2
+

+∫

x 3e συν2x dxv)
x

 − + 
 ∫

2 2
1 1 dxvi)

συν x ημ x

 
− 

 
∫

x
x

dx.vii) +
+∫

3
2
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3(xi) ημx συνx)dx+ +∫

x x
x

dxii)
2 1+ +

∫

3x xdxiii) ∫

x
x

dxiv)
3 8

2
+

+∫

x 3e συν2x dxv)
x

 − + 
 ∫

2 2
1 1 dxvi)

συν x ημ x

 
− 

 
∫

x
x

dx.vii) +
+∫

3
2

2.  �Να βρείτε τη συνάρτηση f, με 
πεδίο ορισμού το διάστημα 
( , )0 +∞ , για την οποία ισχύει

′′f x
x

( ) 1
=  και  f(9) = 1.
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3.  �Να βρείτε τη συνάρτηση f, για 
την οποία ισχύει f′′(x) = 3, 
f′(1)  = 6 και f(0)  = 4.

4.  �Να βρείτε τη συνάρτηση f, για 
την οποία ισχύει f′′(x) = 12x2  + 2 
και η γραφική της παράσταση 
στο σημείο της Α(1, 1) έχει κλί-
ση 3.

5.  �Ο πληθυσμός Ν(t), σε εκατομ-
μύρια, μιας κοινωνίας βακτη-
ριδίων, αυξάνεται με ρυθμό 

′′ =N t e( ) 1
20

t
20  ανά λεπτό. Να 

βρείτε την αύξηση του πληθυ-
σμού στα πρώτα 60 λεπτά.
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6.  �Μια βιομηχανία έχει διαπιστώ-
σει ότι για εβδομαδιαία παρα-
γωγή x εξαρτημάτων έχει ορι-
ακό κόστος x2 + 5x (ευρώ ανά 
μονάδα προϊόντος). Να βρεί-
τε τη συνάρτηση κόστους της 
εβδομαδιαίας παραγωγής, αν 
είναι γνωστό ότι τα σταθερά 
εβδομαδιαία έξοδα της βιομη-
χανίας, όταν δεν παράγει κανέ-
να εξάρτημα, είναι 100 (ευρώ).

7.  �Μια νέα γεώτρηση εξώρυξης 
πετρελαίου έχει ρυθμό άντλη-
σης που δίνεται από τον τύπο 
′′ = + −R t t t( ) 20 10 3

4
2, όπου R(t) 

είναι ο αριθμός, σε χιλιάδες, 
των βαρελιών που αντλήθηκαν 
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στους t πρώτους μήνες λειτουρ-
γίας της. Να βρείτε πόσα βα-
ρέλια θα έχουν αντληθεί τους 8 
πρώτους μήνες λειτουργίας της.

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Η θερμοκρασία Τ ενός σώμα-
τος, που περιβάλλεται από ένα 
ψυκτικό υγρό, ελαττώνεται με 
ρυθμό - καe-kt, όπου α, κ είναι 
θετικές σταθερές και t ο χρό-
νος. Η αρχική θερμοκρασία T(0) 
του σώματος είναι T0 + α, όπου 
T0 η θερμοκρασία του υγρού η 
οποία με κατάλληλο μηχάνημα 
διατηρείται σταθερή. Να βρείτε 
τη θερμοκρασία του σώματος 
τη χρονική στιγμή t.
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2.  �Ένας βιομήχανος, ο οποίος 
επενδύει x χιλιάδες ευρώ στη 
βελτίωση της παραγωγής του 
εργοστασίου του, αναμένει να 
έχει κέρδος P(x) χιλιάδες ευρώ 
από αυτή την επένδυση. Μια 
ανάλυση της παραγωγής έδει-
ξε ότι ο ρυθμός μεταβολής του 
κέρδους P(x), που οφείλεται 
στην επένδυση αυτή, δίνεται 

από τον τύπο P′(x) = 5,8e
x

2000
−

.
Να βρείτε το συνολικό κέρδος 
που οφείλεται σε αύξηση της 
επένδυσης από 4.000.000 ευρώ 
σε 6.000.000 ευρώ.

3.  �Από την πώληση ενός νέου 
προϊόντος μιας εταιρείας 
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διαπιστώθηκε ότι ο ρυθμός με-
ταβολής του κόστους K(t) δίνεται 
από τον τύπο K′(t) = 800 - 0,6t 
(σε ευρώ την ημέρα), ενώ ο 
ρυθμός μεταβολής της είσπρα-
ξης E(t) στο τέλος των t ημερών 
δίνεται από τον τύπο E′(t) = 
= 1000 + 0,3t (σε ευρώ την ημέ-
ρα). Να βρείτε το συνολικό κέρ-
δος της εταιρείας από την τρίτη 
έως και την έκτη ημέρα παρα-
γωγής.

4.  �Έστω f, g δύο συναρτήσεις 
με  f(0) = g(0), f(1) = g(1) + 1 και  
f′′(x) = g′′(x) για κάθε x∈R. 
Να αποδείξετε ότι:

i)  �f(x) = g(x) + x, για κάθε x∈R.
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ii)  �Αν η συνάρτηση g έχει δύο 
ρίζες α, β με α < 0 < β, τότε η 
συνάρτηση f έχει μια τουλάχι-
στον, ρίζα στο (α, β).

3.2  MEΘΟΔΟΙ ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗΣ
Ο πίνακας των αόριστων ολοκλη-
ρωμάτων, που δώσαμε παραπάνω, 
δεν είναι αρκετός για να υπολογί-
σουμε το ολοκλήρωμα μίας οποιασ-
δήποτε συνάρτησης, όπως π.χ. τα 

ολοκληρώματα 2 12x x dx+∫  και 
xxe dx.∫   Σε τέτοιες περιπτώσεις ο 

υπολογισμός γίνεται απλούστερος 
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με τη βοήθεια των παρακάτω μεθό-
δων ολοκλήρωσης.

Μέθοδος ολοκλήρωσης κατά 
παράγοντες
Η μέθοδος αυτή εκφράζεται με τον 
τύπο:

f x g x dx f x g x f x g x dx( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )′′ = − ′′∫∫

που είναι συνέπεια του κανόνα πα-
ραγώγισης του γινομένου δύο πα-
ραγωγίσιμων συναρτήσεων f, g σε 
ένα διάστημα Δ.

Πράγματι, για κάθε x Δ∈ , έχουμε
(f(x)g(x))′ = f′(x)g(x) + f(x)g′(x),
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οπότε

f(x)g′(x) = (f(x)g(x))′ - f′(x)g(x).

Επομένως

f x g x dx f x g x dx f x g x dx( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )′′ = ′′ − ′′∫∫∫
f x g x dx f x g x dx f x g x dx( ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )′′ = ′′ − ′′∫∫∫

ή, ισοδύναμα,

f x g x dx f x g x c f x g x dx( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .′′ = + − ′′∫∫
f x g x dx f x g x c f x g x dx( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .′′ = + − ′′∫∫              (1)                             

Επειδή το ολοκλήρωμα του δεύτε-
ρου μέλους της (1) περιέχει μια στα-
θερά ολοκλήρωσης, το c μπορεί να 
παραλειφθεί, οπότε έχουμε τον πα-
ραπάνω τύπο. ■
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Ο παραπάνω τύπος χρησιμοποιεί-
ται για τον υπολογισμό ολοκληρω-
μάτων με την προϋπόθεση ότι το 
ολοκλήρωμα του β΄ μέλους υπολο-
γίζεται ευκολότερα.

Για παράδειγμα, ας υπολογίσουμε 
το ολοκλήρωμα xxe dx∫ . Έχουμε

xe dx x e dx xe e dx xe e cx x x x x x= ′′ = − = − +∫∫∫ ( )

xe dx x e dx xe e dx xe e cx x x x x x= ′′ = − = − +∫∫∫ ( ) .

Αν, τώρα, δοκιμάσουμε να υπολογί-
σουμε το παραπάνω ολοκλήρωμα, 
αλλάζοντας τους ρόλους των x και 
ex, βρίσκουμε

xe dx x e dx x e x e dxx x x x=










′′
= − ∫∫∫

2 2 2

2 2 2
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xe dx x e dx x e x e dxx x x x=










′′
= − ∫∫∫

2 2 2

2 2 2
.

Το τελευταίο, όμως, ολοκλήρωμα εί-
ναι πιο σύνθετο από το αρχικό.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώ-
ματα

  i) 2 xx e dx∫ 		  ii) xημ2xdx∫  

iii) ( )ln4 13x xdx+∫  		

iv) xe ημ2xdx∫ .

ΛΥΣΗ
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i) Έχουμε

x e dx x e dx x e x e dx x e xe dxx x x x x x2 2 2 2 2 2= ′′ = − ′′ = − ∫∫∫∫ ( ) ( )

x e dx x e dx x e x e dx x e xe dxx x x x x x2 2 2 2 2 2= ′′ = − ′′ = − ∫∫∫∫ ( ) ( )

= − =′′ = − + ∫∫x e x e dx x e xe e dxx x x x x2 22 2 2( )

= − =′′ = − + ∫∫x e x e dx x e xe e dxx x x x x2 22 2 2( )

= − + +x e xe e cx x x2 2 2 .

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε 
ολοκληρώματα της μορφής

αxP(x)e dx∫

όπου P(x) πολυώνυμο του x και 
α∈R*.
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ii) Έχουμε

1 1 1 1 1xημ2xdx x( συν2x) dx xσυν2x συν2xdx xσυν2x ημ2x c.
2 2 2 2 4

′= − = − + = − + +∫ ∫ ∫
1 1 1 1 1xημ2xdx x( συν2x) dx xσυν2x συν2xdx xσυν2x ημ2x c.
2 2 2 2 4

′= − = − + = − + +∫ ∫ ∫
1 1 1 1 1xημ2xdx x( συν2x) dx xσυν2x συν2xdx xσυν2x ημ2x c.
2 2 2 2 4

′= − = − + = − + +∫ ∫ ∫

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε 
ολοκληρώματα της μορφής

P(x)ημ(αx)dx,∫  

P(x)συν(αx)dx∫

όπου P(x) πολυώνυμο του x και 
α∈R*.
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iii) Έχουμε

( )ln ( ) ln ( )ln ( )4 1 13 4 4 4x xdx x x xdx x x x x x
x

dx+ = + ′′ = + =− +∫∫∫

( )ln ( ) ln ( )ln ( )4 1 13 4 4 4x xdx x x xdx x x x x x
x

dx+ = + ′′ = + =− +∫∫∫

= + − + = + − − +∫( )ln ( ) ( )ln .x x x x dx x x x x x c4 3 4
4

1
4

= + − + = + − − +∫( )ln ( ) ( )ln .x x x x dx x x x x x c4 3 4
4

1
4

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε 
ολοκληρώματα της μορφής

P(x)ln(αx)dx,∫

όπου P(x) πολυώνυμο του x και
α∈R*. 
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iv) Θέτουμε xI e ημ(2x)dx= ∫ , οπότε 
έχουμε

x x xI (e ) ημ(2x)dx e ημ(2x) 2 e συν(2x)dx′= = − =∫ ∫
x x xI (e ) ημ(2x)dx e ημ(2x) 2 e συν(2x)dx′= = − =∫ ∫

x xe ημ(2x) 2 (e ) συν(2x)dx′= − =∫
x x xe ημ(2x) 2e συν(2x) 4 e ημ2xdx= − − =∫

x x xe ημ(2x) 2e συν(2x) 4 e ημ2xdx= − − =∫
x xe ημ(2x) 2e συν(2x) 4I.= − −

Επομένως, 
x x

15I e ημ(2x) 2e συν(2x) c  ,= − +

οπότε
x x1 2I e ημ(2x) e συν(2x) c.

5 5
= − +
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Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε 
ολοκληρώματα της μορφής

αxe ημ(βx)dx,∫  
αxe συν(βx)dx∫

όπου α,β        .∈R*

2. Ο πληθυσμός P(t), 0 t 20≤ ≤ , μιας 
πόλης, που προέκυψε από συγχώ-
νευση 10 κοινοτήτων, αυξάνεται 
με ρυθμό (σε άτομα ανά έτος) που 

δίνεται από τον τύπο P′(t) = te
t

10  ,
0 t 20≤ ≤ , όπου t είναι ο αριθμός 
των ετών μετά τη συγχώνευση. Να 
βρεθεί ο πληθυσμός P(t) της πό-
λης t χρόνια μετά τη συγχώνευση, 
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αν γνωρίζουμε ότι ο πληθυσμός 
ήταν 10000 κάτοικοι κατά τη στιγ-
μή της συγχώνευσης.

ΛΥΣΗ

Έχουμε

′′ = =∫∫P t dt te dt( )
t

10

= =′′∫10 ( )e tdt
t

10

= =⋅ − ∫10 10e t e dt
t

10
t

10

= − +10 100te e c,
t

10
t

10

οπότε

P(t) = 10te
t

10 - 100e
t

10 + c, για κάποιο 
c∈R.
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Όταν t = 0, ο πληθυσμός είναι 10000. 
Συνεπώς:

P e e c c( ) .0 10000 10 0 100 10000 101000 0= ⇔ ⋅ − + = ⇔ =

P e e c c( ) .0 10000 10 0 100 10000 101000 0= ⇔ ⋅ − + = ⇔ =

Άρα, ο πληθυσμός της πόλης, t χρό-
νια μετά τη συγχώνευση, είναι

P(t) = 10te
t

10 - 100e
t

10 + 10100.

Ολοκλήρωση με αντικατάσταση
Με τη μέθοδο αυτή υπολογίζου-
με ολοκληρώματα που έχουν ή 
μπορούν να πάρουν τη μορφή 

f g x g x dx( ( )) ( )′′∫ . Η μέθοδος ολοκλή-
ρωσης με αντικατάσταση εκφράζε-
ται με τον ακόλουθο τύπο:
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f g x g x dx f u du( ( )) ( ) ( )′′ = ∫∫ ,
όπου u g x= ( ) και du g x dx= ′′( )

Ο παραπάνω τύπος χρησιμοποιεί-
ται με την προϋπόθεση ότι το ολο-
κλήρωμα f(u)du∫  του δευτέρου μέ-
λους υπολογίζεται ευκολότερα.

Η απόδειξη του τύπου αυτού στηρί-
ζεται στο γνωστό κανόνα παραγώ-
γισης σύνθετης συνάρτησης. 
Πράγματι, αν F είναι μια παράγουσα 
της f, τότε 
                        F′(u) = f(u),                    (1)
οπότε

F′(g(x)) = f(g(x))

και άρα
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f g x g x dx F g x g x dx( ( )) ( ) ( ( )) ( )′′ = =′′ ′′∫∫  
 

= =′′∫ ( ( ( )))F g x dx
 

(αφού (F(g(x))′ = 
= F′(g(x))g′(x))

= + =F g x c( ( ))

= + =F u c( )
                            (όπου u = g(x))

= ∫ f u du( )

(λόγω της (1)) ■

Για παράδειγμα, ας υπολογίσουμε 
το ολοκλήρωμα 2 12x x dx+∫ . 
Θέτουμε u = x2 + 1 και du = (x2 + 1)′dx = 
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= 2xdx, οπότε το ολοκλήρωμα γρά-
φεται:

2 12x x dx udu∫ ∫+ = =

= =∫u du
1
2

= + =
2
3

u c
3
2

= + =+
2
3

12( )x c
3
2

= + +
2
3

12 3( ) .x c
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ΕΦΑΡΜΟΓEΣ

1. Να υπολογισθούν τα ολοκληρώ-
ματα

i) e
e

dx
x

x( )1 2+∫  	 ii) εφxdx∫ .

ΛΥΣΗ

 i) Θέτουμε u = 1 + ex, οπότε du = 
= (1 + ex)′dx = exdx. Επομένως,

e
e

dx du
u

u du
u

c
e

c
x

x x( )1
1 1

12 2
2

+
= = = − + = −

+
+∫∫ ∫ −

e
e

dx du
u

u du
u

c
e

c
x

x x( )1
1 1

12 2
2

+
= = = − + = −

+
+∫∫ ∫ −

ii) �Έχουμε ημxεφxdx dx
συνx

=∫ ∫ . 
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Επομένως, αν θέσουμε u = συνx, 
οπότε du = (συνx)′dx = - ημxdx, 
έχουμε:

1εφxdx du ln |u | c ln | συνx | c.
u

= − = − + = − +∫ ∫
1εφxdx du ln |u | c ln | συνx | c.
u

= − = − + = − +∫ ∫

2. Να υπολογισθούν τα ολοκληρώ-
ματα

i) πημ 2x dx
6

 + 
 ∫       ii) 1

1 2−∫ x
dx

iii) x x dx( ) .2 991−∫

ΛΥΣΗ
 i) Θέτουμε πu 2x

6
= + , οπότε 
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πdu 2x dx 2dx
6

′ = + = 
 

.

Επομένως,
 

π 1 π 1ημ 2x dx ημ 2x 2dx ημudu
6 2 6 2

   + = + ⋅ = =   
   ∫ ∫ ∫

  
π 1 π 1ημ 2x dx ημ 2x 2dx ημudu
6 2 6 2

   + = + ⋅ = =   
   ∫ ∫ ∫

 
1 1 πσυνu c συν 2x c.
2 2 6

 = − + = − + + 
 

1 1 πσυνu c συν 2x c.
2 2 6

 = − + = − + + 
 

ii) Θέτουμε u = 1 - 2x, οπότε 
du =  (1 – 2x)′dx = - 2dx.

Επομένως,

43 / 196



1
1 2

1
2

1 1
2

1
2

1 2
−

= − = − + = − −− +∫∫ x
dx

u
du u c x cln | | ln | | .

1
1 2

1
2

1 1
2

1
2

1 2
−

= − = − + = − −− +∫∫ x
dx

u
du u c x cln | | ln | | .

iii) Θέτουμε u = x2- 1, οπότε 
du =  2xdx. Άρα

x x dx u du u c x c( ) ( ) .2 99 99
100

2 1001 1
2

1
2 100

1
200

1− = = + = − +∫ ∫

x x dx u du u c x c( ) ( ) .2 99 99
100

2 1001 1
2

1
2 100

1
200

1− = = + = − +∫ ∫

3. Να υπολογισθούν τα ολοκληρώ-
ματα

i) 2 1
5 62

x
x x

dx+

− +∫   ii) x x
x x

dx
2

2
3 7
5 6

− +

− +∫ .
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ΛΥΣΗ

i) Η συνάρτηση f x x
x x

( ) =
+

− +

2 1
5 62  

έχει πεδίο ορισμού το R −− { , }2 3  και 
γράφεται

f x x
x x

( )
( )( )

.=
+

− −
2 1
2 3

Αναζητούμε πραγματικούς αριθμούς 
Α, Β έτσι, ώστε να ισχύει

2 1
2 3 2 3
x

x x
A

x
B

x
+

− −
=

−
+

−( )( )
, για κάθε

x∈ −R { , }2 3 .

Με απαλοιφή παρονομαστών έχου-
με τελικά:
(Α + Β - 2)x = 3Α + 2Β + 1, για κάθε 
x∈ −R { , }2 3 .
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Η τελευταία ισότητα ισχύει για κάθε 
x∈ −R { , }2 3 , αν και μόνο αν

A B
A B

+ −
+ +

=
=





2 0
3 2 1 0

 ή, ισοδύναμα,

A
B

= −
=





5
7

.

Επομένως,

2 1
5 6

5
2

7
3

5
2

7
32

x
x x x x

dx
x

dx
x

dx+

− +
=

−
−

+
−







 = =

−
−

+
−∫∫∫∫

2 1
5 6

5
2

7
3

5
2

7
32

x
x x x x

dx
x

dx
x

dx+

− +
=

−
−

+
−







 = =

−
−

+
−∫∫∫∫

= − − + − +5 2 7 3ln | | ln | | .x x c

Με τον ίδιο τρόπο εργαζόμαστε για 
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τον υπολογισμό ολοκληρωμάτων 
της μορφής

2
κx λ dx,

αx βx γ
+

+ +
∫  με  β2 - 4αγ > 0

ii) Αν εκτελέσουμε τη διαίρεση του 
πολυωνύμου x2 - 3x + 7 με το πολυ-
ώνυμο x2 - 5x + 6, βρίσκουμε ότι

x x
x x

x
x x

2

2 2
3 7
5 6

1 2 1
5 6

− +

− +
= +

+

− +
.
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Επομένως,
x x
x x

dx dx x
x x

dx
2

2 2
3 7
5 6

1 2 1
5 6

− +

− +
= + =

+

− +
∫ ∫ ∫

x x
x x

dx dx x
x x

dx
2

2 2
3 7
5 6

1 2 1
5 6

− +

− +
= + =

+

− +
∫ ∫ ∫

= − − + − +x x x c5 2 7 3ln | | ln | |
(λόγω του (i)).

Με τον ίδιο τρόπο υπολογίζουμε 
ολοκληρώματα της μορφής

2
P(x) dx,

αx βx γ+ +∫

όπου P(x) πολυώνυμο του x βαθμού 
μεγαλύτερου ή ίσου του 2 και 
β2 - 4αγ > 0.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-
ματα

x e dxi) x2 −∫

( )3 2 12 2x x e dxii) x− +∫
3x lnxdxiii) ∫

22x ημ2xdxiv) ∫

4xσυν2xdxv) ∫

lnxdx,vi) ∫

2
lnx dxvii)
x∫

xe συν2xdxviii) ∫
xe ημxdxix) ∫
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x e dxi) x2 −∫

( )3 2 12 2x x e dxii) x− +∫
3x lnxdxiii) ∫

22x ημ2xdxiv) ∫

4xσυν2xdxv) ∫

lnxdx,vi) ∫

2
lnx dxvii)
x∫

xe συν2xdxviii) ∫
xe ημxdxix) ∫

2.  �Να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-
ματα

 

ημ3xdxi) ∫

( ) ( )4 16 7 22 3x x x dx− +ii) −∫

x
x x

dxiii) +

+∫
3

62 4( )

x

x
dxiv)

2

32 +
∫

x x dx.v) +∫ 1
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ημ3xdxi) ∫

( ) ( )4 16 7 22 3x x x dx− +ii) −∫

x
x x

dxiii) +

+∫
3

62 4( )

x

x
dxiv)

2

32 +
∫

x x dx.v) +∫ 1

3. �Να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-
ματα

x xe ημe dxi) ∫

e
e

dxii)
x

x +∫ 1

1 dxiii)
x lnx∫

e
e e

dxiv)
x

x x( )ln( )+ +∫ 1 1

2

1ημ
x dx.v)

x

 
 
 ∫
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x xe ημe dxi) ∫

e
e

dxii)
x

x +∫ 1

1 dxiii)
x lnx∫

e
e e

dxiv)
x

x x( )ln( )+ +∫ 1 1

2

1ημ
x dx.v)

x

 
 
 ∫

B΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-
ματα

i) 2
ημ2x dx

1 συν x+
∫  	

  

 ii) εφx ln(συνx)dx⋅∫  
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iii) ημxσυνx e dx.⋅∫
2.  �Να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-

ματα
 

i) 
3

3 4
x 1 1 dx

x x
+

⋅∫  ii) 
2
x dx

x 1+
∫

iii) 2xln(x 1)dx+∫ .i) 
3

3 4
x 1 1 dx

x x
+

⋅∫  ii) 
2
x dx

x 1+
∫

iii) 2xln(x 1)dx+∫ .

i) 
3

3 4
x 1 1 dx

x x
+

⋅∫  ii) 
2
x dx

x 1+
∫

iii) 2xln(x 1)dx+∫ .

3.  �Να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-
ματα

i) 2 2x lnx dx∫    ii) 2(lnt) dt∫    iii) 2x xe συνe dx∫ . 
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i) 2 2x lnx dx∫    ii) 2(lnt) dt∫    iii) 2x xe συνe dx∫ . 

4.  �Να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-
ματα
i) εφxdx∫  και 2

x dx
συν x∫  

ii) 2
συνx dx
ημ x∫  και  2

1 συνx dx
ημ x
+

∫  

iii) 3ημ xdx∫  και 3συν xdx∫ . 

5.  �Με τη βοήθεια των τύπων

2 1 συν2αημ α
2

−
=

      
και

   
2 1 συν2ασυν α

2
+

=
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να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-
ματα:

i) 2ημ xdx∫ ii) 2συν xdx∫  iii) 2 2ημ xσυν xdx.∫
i) 2ημ xdx∫ ii) 2συν xdx∫  iii) 2 2ημ xσυν xdx.∫

6.  �Με τη βοήθεια των τύπων

2ημασυνβ ημ(α β) ημ(α β)= − + + ,

2συνασυνβ συν(α β) συν(α β)= − + +

2ημαημβ συν(α β) συν(α β)= − − +

να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-
ματα:

i) ημxσυν2xdx∫  ii) συν3xσυν5xdx  

iii)

 

ημ2xημ4xdx∫  
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i) ημxσυν2xdx∫  ii) συν3xσυν5xdx  

iii)

 

ημ2xημ4xdx∫  

i) ημxσυν2xdx∫  ii) συν3xσυν5xdx  

iii)

 

ημ2xημ4xdx∫  

7.  �Να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-
ματα

i) 2
2x 3 dx

x 3x 2
−

− +∫ ii) 2
3x 2 dx

x 3x 2
+

− +∫

iii) 
3

2
x 2x dx

x 3x 2
−

+ +∫ iv) 2
2 dx

x 1−∫ .i) 2
2x 3 dx

x 3x 2
−

− +∫ ii) 2
3x 2 dx

x 3x 2
+

− +∫

iii) 
3

2
x 2x dx

x 3x 2
−

+ +∫ iv) 2
2 dx

x 1−∫ .

i) 2
2x 3 dx

x 3x 2
−

− +∫ ii) 2
3x 2 dx

x 3x 2
+

− +∫

iii) 
3

2
x 2x dx

x 3x 2
−

+ +∫ iv) 2
2 dx

x 1−∫ .
i) 2

2x 3 dx
x 3x 2

−

− +∫ ii) 2
3x 2 dx

x 3x 2
+

− +∫

iii) 
3

2
x 2x dx

x 3x 2
−

+ +∫ iv) 2
2 dx

x 1−∫ .
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3.3  ΔΙΑΦΟΡΙΚΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ

Γενικά
Στο προηγούμενο κεφάλαιο είδαμε 
ότι, όταν γνωρίζουμε τη συνάρτηση 
θέσης y = S(t) ενός κινητού, μπο-
ρούμε να βρούμε την ταχύτητα και 
την επιτάχυνση του κινητού. Πολλές 
φορές, όμως, είναι γνωστή η ταχύ-
τητα υ = υ(t) ή η επιτάχυνση α = α(t) 
του κινητού και ζητείται η θέση του. 
Για παράδειγμα:

— Αν ένα κινητό κινείται ευθυγράμ-
μως με σταθερή ταχύτητα c, για να 
προσδιορίσουμε τη θέση του y = S(t), 
αρκεί να λύσουμε ως προς y την 
εξίσωση 
 

y′ = c.                        (1)

57 / 200



— Αν σε ένα σώμα μάζας m ασκεί-
ται δύναμη F = F(t), τότε το σώμα 
κινείται με επιτάχυνση α = α(t) η 
οποία, σύμφωνα με το 2ο νόμο της 
μηχανικής, δίνεται από τον τύπο 
F = mα ή, ισοδύναμα, F = my′′, όπου 
y = S(t) η συνάρτηση θέσης του σώ-
ματος. Επομένως, για να προσδιο-
ρίσουμε τη θέση y = S(t) του σώμα-
τος, αρκεί να λύσουμε την εξίσωση

m ⋅y′′ = F.                     (2)

Εξισώσεις όπως οι (1) και (2) λέγο-
νται διαφορικές εξισώσεις. Γενικά,
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ΟΡΙΣΜΟΣ

Διαφορική εξίσωση λέγεται κάθε 
εξίσωση που περιέχει τη μετα-
βλητή x, μια άγνωστη συνάρτηση 
y = f(x) και κάποιες από τις παρα-
γώγους της y′, y′′, ….

Για παράδειγμα, οι εξισώσεις

y′ = 2x, y′ = 2y, y′′ + y = 0

είναι διαφορικές εξισώσεις.

Η μεγαλύτερη από τις τάξεις των 
παραγώγων που εμφανίζονται στην 
εξίσωση ονομάζεται τάξη της δια-
φορικής εξίσωσης. Έτσι οι εξισώ-
σεις y′ = 2x και y′ = 2y είναι διαφορι-
κές εξισώσεις πρώτης τάξεως, ενώ 
η y′′+ y = 0 είναι δευτέρας τάξεως.
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Κάθε συνάρτηση y = f(x) που επα-
ληθεύει τη διαφορική εξίσωση λέγε-
ται λύση της εξίσωσης.
Για παράδειγμα, η συνάρτηση y = x2 
είναι μια λύση της διαφορικής εξί-
σωσης y′ = 2x, αφού y′ = (x2)′ = 2x.
Το σύνολο όλων των λύσεων μιας 
διαφορικής εξίσωσης λέγεται γενι-
κή λύση της εξίσωσης.

Για παράδειγμα, η γενική λύση της 
εξίσωσης y′ = 2x είναι η y = x2 + c, 
c∈R. Συχνά ζητάμε εκείνη τη λύση 
y = f(x) της διαφορικής εξίσωσης 
που ικανοποιεί μια αρχική συνθή-
κη y0 =  f(x0). Για να βρούμε τη λύση 
αυτή, βρίσκουμε πρώτα τη γενική 
λύση της εξίσωσης και με τη βοή-
θεια της αρχικής συνθήκης προσδι-
ορίζουμε τη ζητούμενη λύση. 
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Για παράδειγμα, η λύση y = f(x) της 
διαφορικής εξίσωσης y′ = 2x, που 
ικανοποιεί την αρχική συνθήκη 
f(1) = 2, είναι η συνάρτηση y = x2 + 1, 
αφού από τη γενική λύση y = x2 + c, 
για x = 1 και y = 2 είναι c = 1.

Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε μόνο 
με δυο ειδικές μορφές διαφορικών 
εξισώσεων πρώτης τάξεως:

● Τις εξισώσεις με χωριζόμενες με-
ταβλητές και

● Τις γραμμικές διαφορικές εξισώ-
σεις πρώτης τάξεως.
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Διαφορικές εξισώσεις με χωρι-
ζόμενες μεταβλητές
Έχει αποδειχτεί πειραματικά, ότι 
ο ρυθμός μεταβολής, ως προς το 
χρόνο, του πληθυσμού y = P(t) μιας 
κοινωνίας, η οποία δεν επηρεάζεται 
από εξωτερικούς παράγοντες, είναι 
ανάλογος του πληθυσμού. Δηλαδή, 
ισχύει

P′(t) = αP(t),

όπου α θετική σταθερά.
Αν ο αρχικός πληθυσμός της κοινω-
νίας είναι P0, δηλαδή P(0) = P0, για 
να βρούμε τον πληθυσμό P(t) ύστε-
ρα από χρόνο t, θα λύσουμε την 
παραπάνω διαφορική εξίσωση.

Επειδή y = P(t) > 0, η εξίσωση 

62 / 201



γράφεται

P (t) α
P(t)
′

= ,

οπότε ολοκληρώνοντας και τα δυο 
μέλη της, έχουμε διαδοχικά:

P (t) dt
P(t)
′

∫ αdt= ∫  

1lnP(t) αt c= + . 
αt c1P(t) e += , 

αtP(t) ce= , με c1c e= . 

Επειδή P(0) = P0, είναι c = P0, οπότε

P(t) =  P0 eαt.
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Η παραπάνω διαφορική εξίσωση 
λέγεται διαφορική εξίσωση με χωρι-
ζόμενες μεταβλητές. Γενικά,

OΡΙΣΜΟΣ

Διαφορική εξίσωση με χωριζό-
μενες μεταβλητές λέγεται κάθε 
εξίσωση της μορφής
α(y) ⋅ y′ = β(x)                             (1), 
όπου y = f(x) η άγνωστη συνάρτη-
ση, α(y) συνάρτηση του y και β(x) 
συνάρτηση του x.

Για να λύσουμε την εξίσωση αυτή 
ολοκληρώνουμε και τα δύο μέλη 
της ως προς x.
Έχουμε

α(y)y dx β(x)dx.′ =∫ ∫
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Επειδή y = f(x), είναι dy = f′(x)dx = 
= y′dx, οπότε έχουμε

α(y)dy β(x)dx.=∫ ∫              (2)

Αν Α(y) είναι μια παράγουσα α(y) 
και Β(x) μια παράγουσα της β(x), 
τότε η (2) γράφεται

Α(y) = Β(x) + c, c∈R.            (3)

Από την τελευταία εξίσωση προσδι-
ορίζουμε τη γενική λύση της διαφο-
ρικής εξίσωσης.

ΣΧΟΛΙΟ
Η ισότητα (2) μας επιτρέπει να γρά-
φουμε τη διαφορική εξίσωση (1) 
στην “άτυπη” μορφή της

α(y)dy = β(x)dx
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και να ολοκληρώνουμε τα μέλη της, 
το μεν πρώτο μέλος της ως προς y, 
το δε δεύτερο μέλος της ως προς x.

ΕΦΑΡΜΟΓH

Να λυθούν οι διαφορικές εξισώ-
σεις

  i) 2y - xy′= 0, 	x 0≠  και y > 0

 ii) y′ = 2xy2 , 	 y 0≠

iii) x + yy′= 0, 	 y > 0.

ΛΥΣΗ

  i)  Σε καθένα από τα διαστήματα 
( , )−∞ 0  και ( , )0 +∞ , η εξίσωση γράφε-
ται:
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xΟ

Ο

Ο 1 2 3

c = 2
c = 1

y
1

2

3

1c
2

=

y > 0

c = 1

c = 0

c = 9
c = 4

c = 1

y

y

x

x

1 2
y

y
x

′′ =

1 2
y

dy
dx x

= ,

1 2
y

dy
x

dx= .

1 2
y

dy
x

dx= ∫∫

ln ln | | ln ,y x c x c= + = +2 0
2

0  c0 ∈R 
67 / 203



y e e e cxx c c x= = ⋅ =+ln ln2
0 0 2 2, c > 0.

Άρα, σε καθένα από τα διαστήματα 
( , )−∞ 0  και ( , )0 +∞  είναι y = cx2, όπου 
c > 0 
 
ii) Η εξίσωση γράφεται:

dy
dx

xy= 2 2

dy
y

xdx2 2= .

dy
y

xdx2 2=∫ ∫

− == ++
1 2
y

x c

Άρα, y
x c

= −
+

1
2 , όπου c∈R (Σχ. 2).
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xΟ

Ο

Ο 1 2 3

c = 2
c = 1

y
1

2

3

1c
2

=

y > 0

c = 1

c = 0

c = 9
c = 4

c = 1

y

y

x

x

iii) Η εξίσωση γράφεται διαδοχικά

x y dy
dx

+ = 0

ydy xdx= −

ydy xdx= −∫∫
y x c

2 2
12 2

= − +

x y c2 2+ = , c > 0
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Άρα, y c x= − 2 , όπου c > 0 (Σχ. 3).

xΟ

Ο

Ο 1 2 3

c = 2
c = 1

y
1

2

3

1c
2

=

y > 0

c = 1

c = 0

c = 9
c = 4

c = 1

y

y

x

x

Γραμμικές διαφορικές εξισώσεις 
πρώτης τάξεως
Από τη Φυσική γνωρίζουμε ότι στο 
παρακάτω κύκλωμα ισχύει ο κανό-
νας του Kirchhoff. Δηλαδή,
 

L dI t
dt

R I t V t⋅⋅ + ⋅ =
( ) ( ) ( ).          (1)
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R I

L 4

Για να προσδιορίσουμε την ένταση, 
I(t), του ρεύματος που διαρρέει το 
κύκλωμα, είναι ανάγκη να λύσουμε 
τη διαφορική εξίσωση (1). Η εξίσω-
ση αυτή λέγεται γραμμική διαφορι-
κή εξίσωση πρώτης τάξεως. Γενικά:

ΟΡΙΣΜΟΣ

Γραμμική διαφορική εξίσωση 
πρώτης τάξεως λέγεται κάθε εξί-
σωση της μορφής

y′ + α(x)y = β(x),
όπου y = f(x) είναι η άγνωστη 
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συνάρτηση και α(x), β(x) συναρ-
τήσεις του x.

Για την επίλυση της εξίσωσης αυτής:
— Αναζητούμε μια παράγουσα Α(x) 
της συνάρτησης α(x) και έπειτα
— Πολλαπλασιάζουμε τα μέλη της 
εξίσωσης με eΑ(x).

Έτσι, έχουμε διαδοχικά

y′eΑ(x) + α(x)eΑ(x)⋅y = β(x)eΑ(x)

y′eΑ(x) + Α′(x)eΑ(x)⋅y = β(x)eΑ(x)

y′eΑ(x) + (eΑ(x))′⋅y = β(x)eΑ(x)

(yeΑ(x))′ = β(x)eΑ(x)

( ) ( )( ) ( )ye dx x e dxA x A x′′ = ∫∫ β
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yeΑ(x) = Β(x) + c,

όπου Β(x) μια παράγουσα της 
β(x)eΑ(x).

ΕΦΑΡΜΟΓH

1. Να λυθεί η διαφορική εξίσωση

y′ + 2y = 2.

ΛΥΣΗ

Επειδή μια παράγουσα της α(x) = 2 
είναι η Α(x) = 2x, πολλαπλασιάζου-
με και τα δυο μέλη της εξίσωσης με 
e2x. Έτσι, έχουμε διαδοχικά
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y′e2x + 2e2xy = 2e2x

(ye2x)′ = (e2x)′

ye2x = e2x + c

y = 1 + ce-2x, c∈R

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Να λύσετε τις διαφορικές εξι-
σώσεις:

  i) y′ = -4xy2, y > 0 

ii) y′y = x, y > 0       iii) 1 2
xy

y′′ =

iv) y′ = e-yσυνx.
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2.  �Να λύσετε τις διαφορικές εξι-
σώσεις:

i) y′ + 2y = 3 	  ii) y′ + 2y = e-x

iii) y′ + y = 2x 	 iv) y′ + 2xy = x.

3.  �Να βρείτε τη λύση της διαφο-
ρικής εξίσωσης y′ = 2x2y2, y < 0, 
της οποίας η γραφική παρά-
σταση διέρχεται από το σημείο 
Α(0, -3).

4.  �Να βρείτε τη λύση της διαφο-
ρικής εξίσωσης y′ = 2 - 3y που 
ικανοποιεί τη συνθήκη y(0) = 2

3
.
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5.  �Να λύσετε τις διαφορικές εξι-
σώσεις:
  i) 2 2

1 1y y
συν x συν x

′ + = , 

αν y(0) = - 3

ii) (x + 1)y′ + y = lnx, αν  y(1) = 10.

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.  �Η ένταση του ηλεκτρικού ρεύ-

ματος Ι σε ένα ηλεκτρικό κύ-
κλωμα ικανοποιεί την εξίσωση 
dI I ημt.
dt

+ =  Αν I(0) = 0, να βρείτε 

την ένταση I(t).

2.  �Να βρείτε τη λύση της διαφο-
ρικής εξίσωσης ye y ey x2 2′′ = , η 
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οποία διέρχεται από το σημείο 
Α(2, 2).

3.  �Να λύσετε τη διαφορική εξίσω-
ση ′′ − =y

x
y x1 , x > 0.

4.  �Η κλίση της εφαπτομένης μιας 
γραμμής (C) με εξίσωση 
y = y(x), y > 0 στο σημείο 
M(x, y) είναι ίση με xy. Να βρεί-
τε την εξίσωση της (C), αν εί-
ναι γνωστό ότι διέρχεται από 
το σημείο Α(0, 1).

5.  �Έστω α,β,λ∈R σταθερές, με 
α > λ > 0.
 i) Να λύσετε την εξίσωση 

y′ + αy = βe-λt.
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ii) Αν y = y(t) είναι μια λύση της 
εξίσωσης, να αποδείξετε ότι 
ισχύει lim ( )

t
y t

→+∞
= 0.

6.  �Έχει αποδειχτεί πειραματικά 
ότι ο ρυθμός μεταβολής της 
θερμοκρασίας θ ενός σώμα-
τος, όταν αυτό βρεθεί σε περι-
βάλλον σταθερής θερμοκρασί-
ας Τ με θ > T, είναι 

dθ k(θ Τ)
dt

= − − , k > 0.

Να βρείτε τη θερμοκρασία θ(t), 
αν θ(0) = θ0.

7.  �Ο πληθυσμός P = P(t) μιας χώ-
ρας μεταναστεύει με σταθερό 
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ρυθμό m > 0. Δίνεται ότι ο ρυθ-
μός αύξησης του πληθυσμού Ρ, 
αν δεν υπήρχε η μετανάστευ-
ση, θα ήταν ανάλογος του Ρ.

  
i)  �Να δικαιολογήσετε ότι ο 

πληθυσμός Ρ ικανοποιεί 
την εξίσωση P′ = kP - m, 
k > 0 σταθερά.

 
ii)  �Να βρείτε τη συνάρτηση 

P = P(t), αν P(0) = P0

iii)  �Να αποδείξετε ότι:

— Αν m < kP0, τότε ο πληθυ-
σμός αυξάνεται.

— Αν m > kP0, τότε ο πληθυ-
σμός μειώνεται.
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— Αν m = kP0, τότε ο πληθυ-
σμός παραμένει σταθερός.

8.  �Έστω y = y(t) το ύψος και 
V = V(t) ο όγκος του νερού μιας 
δεξαμενής τη χρονική στιγμή t. 
Η δεξαμενή αδειάζει από μια 
κυκλική οπή εμβαδού α που 
βρίσκεται στον πυθμένα της. 
Σύμφωνα με το νόμο του 
Torricelli ο ρυθμός μεταβολής 
του όγκου του νερού είναι 

dV
dt

gy= −α 2 , g = 10 m/s2.
 

i)  �Αν η δεξαμενή είναι κυλιν-
δρική με ύψος 3,6 m, ακτίνα 
1 m και η ακτίνα της οπής εί-
ναι 0,1 m, να αποδείξετε ότι 
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το y ικανοποιεί την εξίσωση 

′′ = −y y5
50

υ
y(t)V(t)

καρδιά

Q
P S

R

C

0

ii)  �Να βρείτε το ύψος y(t), αν εί-
ναι γνωστό ότι τη χρονική 
στιγμή t = 0 η δεξαμενή ήταν 
γεμάτη.
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iii)  �Πόσος χρόνος θα χρειαστεί 
για να αδειάσει τελείως η 
δεξαμενή; (Δίνεται ότι ο 
όγκος του κυλίνδρου είναι 
V = πr2υ).

9.  �Ένας βηματοδότης αποτελεί-
ται από μια μπαταρία και έναν 
πυκνωτή, ενώ η καρδιά παίζει 
το ρόλο της αντίστασης, όπως 
φαίνεται στο σχήμα. Όταν ο δι-
ακόπτης S βρίσκεται στη θέση 
Ρ, ο πυκνωτής φορτίζεται ενώ, 
όταν βρίσκεται στη θέση Q, 
ο πυκνωτής εκφορτίζεται και 
προκαλεί ηλεκτρικό ερέθισμα 
στην καρδιά. Κατά τη διάρκεια 
αυτή στην καρδιά εφαρμόζεται 
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ηλεκτρεγερτική δύναμη Ε που 
ικανοποιεί την εξίσωση

dE
dt RC

E= −
1 , t1 < t < t2.

όπου R, C σταθερές. Να βρείτε 
την E(t), αν E(t1) = E0.

υ
y(t)V(t)

καρδιά

Q
P S

R

C

0
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10.  �Σύμφωνα με τον κανόνα του 
Κirchhoff για το κύκλωμα του 
παρακάτω σχήματος ισχύει

L dI
dt

RI E t+ = ( ).
 

R

E L

 i)  �Αν R = 12 Ω, L = 4 H, E = 60 V, 
α)  �να βρείτε την ένταση 

I(t) του ρεύματος, t sec 
μετά το κλείσιμο του κυ-
κλώματος.
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β)  �να βρείτε το lim ( )I t
t→+∞

. 

Τι συμπεραίνετε;

ii)  �Αν στο κύκλωμα αντί για μπα-
ταρία που δίνει σταθερή ηλε-
κτρεγερτική δύναμη Ε χρησι-
μοποιήσουμε μια γεννήτρια 
που δίνει E(t) = 60ημ3t, να 
βρείτε την ένταση I(t).

3.4  ΟΡΙΣΜΕΝΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ 

Εμβαδόν παραβολικού χωρίου
Έστω ότι θέλουμε να βρούμε το εμ-
βαδόν του χωρίου Ω που περικλείε-
ται από τη γραφική παράσταση της 
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συνάρτησης  f(x) = x2, τον άξονα 
των x και τις ευθείες x = 0 και x = 1 
(Παραβολικό χωρίο Σχ. 5).

y

1

Ο 1

Ω

x

52y x=

1

Ο

62y x=

1
ν

2 . . .
ν ν 1

ν
−

y

x1

 
Μια μέθοδος να προσεγγίσουμε το 
ζητούμενο εμβαδόν είναι η εξής: 

Χωρίζουμε το διάστημα [0,1] σε ν 
ισομήκη υποδιαστήματα, μήκους 
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1Δx
ν

= , με άκρα τα σημεία:

0x 0= , 1
1x
ν

= , 2
2x
ν

= , ………….…., ν 1
ν 1x
ν−
−

= ,

ν
νx 1
ν

= = .
0x 0= , 1

1x
ν

= , 2
2x
ν

= , ………….…., ν 1
ν 1x
ν−
−

= ,

ν
νx 1
ν

= = .
 

0x 0= , 1
1x
ν

= , 2
2x
ν

= , ………….…., ν 1
ν 1x
ν−
−

= ,

ν
νx 1
ν

= = .

●  Σχηματίζουμε τα ορθογώνια με 
βάσεις τα υποδιαστήματα αυτά και 
ύψη την ελάχιστη τιμή της f σε καθέ-
να από αυτά. (Σχ. 6). Μια προσέγγι-
ση του εμβαδού που ζητάμε είναι το 
άθροισμα, εν, των εμβαδών των πα-
ραπάνω ορθογωνίων. 
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y

1

Ο 1

Ω

x

52y x=

1

Ο

62y x=

1
ν

2 . . .
ν ν 1

ν
−

y

x1

ν
1 1 1 2 1 ν 1 1ε f(0) f f f
ν ν ν ν ν ν ν

−     = + + + + =     
     

  

2 2 2
3
1 [1 2 (ν 1) ]
ν

= + + + − =  

2

3 2
1 (ν 1) ν(2ν 1) 2ν 3ν 1

6ν 6ν
− ⋅ − − +

= = . 

ν
1 1 1 2 1 ν 1 1ε f(0) f f f
ν ν ν ν ν ν ν

−     = + + + + =     
     

  

2 2 2
3
1 [1 2 (ν 1) ]
ν

= + + + − =  

2

3 2
1 (ν 1) ν(2ν 1) 2ν 3ν 1

6ν 6ν
− ⋅ − − +

= = . 

 

ν
1 1 1 2 1 ν 1 1ε f(0) f f f
ν ν ν ν ν ν ν

−     = + + + + =     
     

  

2 2 2
3
1 [1 2 (ν 1) ]
ν

= + + + − =  

2

3 2
1 (ν 1) ν(2ν 1) 2ν 3ν 1

6ν 6ν
− ⋅ − − +

= = . 
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Δηλαδή, το:



ν
1 1 1 2 1 ν 1 1ε f(0) f f f
ν ν ν ν ν ν ν

−     = + + + + =     
     

  

2 2 2
3
1 [1 2 (ν 1) ]
ν

= + + + − =  

2

3 2
1 (ν 1) ν(2ν 1) 2ν 3ν 1

6ν 6ν
− ⋅ − − +

= = . 

ν
1 1 1 2 1 ν 1 1ε f(0) f f f
ν ν ν ν ν ν ν

−     = + + + + =     
     

  

2 2 2
3
1 [1 2 (ν 1) ]
ν

= + + + − =  

2

3 2
1 (ν 1) ν(2ν 1) 2ν 3ν 1

6ν 6ν
− ⋅ − − +

= = . 

ν
1 1 1 2 1 ν 1 1ε f(0) f f f
ν ν ν ν ν ν ν

−     = + + + + =     
     

  

2 2 2
3
1 [1 2 (ν 1) ]
ν

= + + + − =  

2

3 2
1 (ν 1) ν(2ν 1) 2ν 3ν 1

6ν 6ν
− ⋅ − − +

= = . 

ν
1 1 1 2 1 ν 1 1ε f(0) f f f
ν ν ν ν ν ν ν

−     = + + + + =     
     

  

2 2 2
3
1 [1 2 (ν 1) ]
ν

= + + + − =  

2

3 2
1 (ν 1) ν(2ν 1) 2ν 3ν 1

6ν 6ν
− ⋅ − − +

= = . 

ν
1 1 1 2 1 ν 1 1ε f(0) f f f
ν ν ν ν ν ν ν

−     = + + + + =     
     

  

2 2 2
3
1 [1 2 (ν 1) ]
ν

= + + + − =  

2

3 2
1 (ν 1) ν(2ν 1) 2ν 3ν 1

6ν 6ν
− ⋅ − − +

= = . 

● Αν, τώρα, σχηματίσουμε τα ορ-
θογώνια με βάσεις τα παραπάνω 
υποδιαστήματα και ύψη την μέγιστη 
τιμή της f σε καθένα απ’ αυτά (Σχ. 7), 
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y

1

Ο x1

72y x=

1
ν

2 . . .
ν ν 1

ν
−

τότε το άθροισμα

ν
1 1 2 1 ν 1Ε f f f
ν ν ν ν ν ν

     = + + +     
     

�

των εμβαδών των ορθογωνίων αυ-
τών είναι μια ακόμη προσέγγιση 
του ζητούμενου εμβαδού. 
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Είναι όμως,

ν
1 1 2 1 ν 1Ε f f f
ν ν ν ν ν ν

     = + + + ⋅ =     
     

�

2 2 21 1 2 ν
ν ν ν ν
      = + + + =      
       

�

2
2 2 2

3 3 2
1 1 ν(ν 1)(2ν 1) 2ν 3ν 1(1 2 ν )

6ν ν 6ν
+ + + +

= + + + = =                       .�

2
2 2 2

3 3 2
1 1 ν(ν 1)(2ν 1) 2ν 3ν 1(1 2 ν )

6ν ν 6ν
+ + + +

= + + + = =                       .�

Το ζητούμενο, όμως, εμβαδόν Ε βρί-
σκεται μεταξύ των εν και Εν. Δηλαδή 
ισχύει ν νε Ε Ε≤ ≤ , οπότε

ν νν
lim ε Ε lim Ε .
→∞ ν→∞

≤ ≤
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Επειδή ν νν

1lim ε lim Ε ,
3→∞ ν→∞

= =  έχουμε 
1Ε .
3

=

● Αν, τώρα, σχηματίσουμε τα ορθο-
γώνια με βάσεις τα παραπάνω υπο-
διαστήματα [xκ-1, xκ], κ = 1, 2, …, ν 
και ύψη την τιμή της συνάρτησης 
σε οποιοδήποτε ενδιάμεσο σημείο 
ξκ, κ = 1, 2, …, 3, …, ν, καθενός δια-
στήματος, (Σχ. 8), 
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y

1

Ο x1

82y x=

k

k21
ν

. . . . . .

τότε το άθροισμα

ν 1 2 ν
1 1 1S f(ξ ) f(ξ ) f(ξ )
ν ν ν

= + + +�

των εμβαδών των ορθογωνίων αυ-
τών είναι μια ακόμη προσέγγιση 
του ζητούμενου εμβαδού. Επειδή 
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κ 1 κ κf(x ) f(ξ ) f(x )− ≤ ≤  για κ = 1, 2, …, 
ν, θα είναι

κ 1 κ κ
1 1 1f(x ) f(ξ ) f(x ),
ν ν ν− ≤ ≤

οπότε θα ισχύει
ν ν νε S Ε  .≤ ≤

Είναι όμως, ν νlim ε lim E Ε
ν→∞ ν→+∞

= = . 

Άρα θα ισχύει νν
lim S Ε
→∞

= .

94 / 210



Ορισμός εμβαδού
Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σε 
ένα διάστημα [α,β], με f x( ) ≥ 0 για 
κάθε x [α,β]∈  και Ω το χωρίο που 
ορίζεται από τη γραφική παράσταση 
της f, τον άξονα των x και τις ευθείες 
x = α, x = β.

Για να ορίσουμε το εμβαδόν του 
χωρίου Ω (Σχ. 9) εργαζόμαστε όπως 
στο προηγούμενο παράδειγμα. 

95 / 210



9
y f(x)=

y

Ο x

0α x=

1ξ 2ξ kξ νξ

1x

2x  ...

k 1x −

kx  ...

ν 1x − νx β=

1f(ξ ) 2f(ξ )
Ω kf(ξ  ) νf(ξ  )

β αΔx
ν
−

=
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Δηλαδή:

● Χωρίζουμε το διάστημα [α, β] σε 
ν ισομήκη υποδιαστήματα, μήκους 

β αΔx
ν
−

= , με τα σημεία α = x0 < x1 < 
< x2 < … < xν = β.

● Σε κάθε υποδιάστημα [xκ-1, xκ] επι-
λέγουμε αυθαίρετα ένα σημείο ξκ και 
σχηματίζουμε τα ορθογώνια που 
έχουν βάση Δx και ύψη τα  f(ξκ). Το 
άθροισμα των εμβαδών των ορθο-
γωνίων αυτών είναι

Sν = f(ξ1)Δx + f(ξ2)Δx + … + f(ξν)Δx =  
= [f(ξ1) + … + f(ξν)]Δx.

● Yπολογίζουμε το νν
lim S
→+∞

.

Αποδεικνύεται ότι το νν
lim S
→∞

 υπάρχει 
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στο x∈R και είναι ανεξάρτητο από την 
επιλογή των σημείων ξκ. Το όριο 
αυτό ονομάζεται εμβαδόν του επι-
πέδου χωρίου Ω και συμβολίζεται 
με Ε(Ω). Είναι φανερό ότι Ε(Ω) 0≥ . 

Η έννοια του ορισμένου ολοκλη-
ρώματος
Έστω μια συνάρτηση f συνεχής στο 
[α, β]. Με τα σημεία α = x0 < x1 < x2 < 
< … < xν = β χωρίζουμε το διάστημα 
[α, β] σε ν ισομήκη υποδιαστήματα 

μήκους β αΔx
ν
−

= . 
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Στη συνέχεια επιλέγουμε αυθαί-
ρετα ένα κ κ 1 κξ [x ,x ]−∈ , για κάθε 
κ {1,2,...,ν}∈ , και σχηματίζουμε το 
άθροισμα

Sν =  f(ξ1)Δx +  f(ξ2)Δx + … +  f(ξκ)Δx + 
+ … + f(ξν)Δx
το οποίο συμβολίζεται, σύντομα, ως 
εξής:

y

Ο

10

y f(x)=

0α x=

1ξ 2ξ1x

2x  

kξ x
νξ

ν 1x −

νx β=
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ν
ν κ

κ 1
S f(ξ )Δx

=
= ∑ (1).

Aποδεικνύεται ότι,
“Το όριο του αθροίσματος Sν, δηλα-

δή το 
ν

κν κ 1
lim f(ξ )Δx
→∞ =

 
  
 
∑  (1) υπάρχει 

στο x∈R και είναι ανεξάρτητο από την 
επιλογή των ενδιάμεσων σημείων 
ξκ”. 
Το παραπάνω όριο (1) ονομάζεται 
ορισμένο ολοκλήρωμα της συνε-
χούς συνάρτησης f από το α στο β, 
συμβολίζεται με 

α
β

f(x)dx∫  και διαβά-
ζεται “ολοκλήρωμα της f από το α 

(1) Το άθροισμα αυτό ονομάζεται ένα 
άθροισμα RIEMANN.
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στο β”. Δηλαδή,

να
κβ ν κ 1

f(x)dx lim f(ξ )Δx
→∞ =

 
=   

 
∑∫

Το σύμβολο ∫ οφείλεται στον 
Leibniz και ονομάζεται σύμβολο 
ολοκλήρωσης. Αυτό είναι επιμήκυν-
ση του αρχικού γράμματος S της 
λέξης Summa (άθροισμα). Οι αριθ-
μοί α και β ονομάζονται όρια της 
ολοκλήρωσης. Η έννοια “όρια” εδώ 
δεν έχει την ίδια έννοια του ορίου 
του 2ου κεφαλαίου. Στην έκφραση 
β
α
f(x)dx∫  το γράμμα x είναι μια με-

ταβλητή και μπορεί να αντικαταστα-
θεί με οποιοδήποτε άλλο γράμμα. 
Έτσι, για παράδειγμα, οι εκφράσεις 
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β β
α α
f(x)dx, f(t)dt∫ ∫ , συμβολίζουν το 

ίδιο ορισμένο ολοκλήρωμα και είναι 
πραγματικός αριθμός, σε αντίθεση 
με το f(x)dx∫  που είναι ένα σύνολο 
συναρτήσεων. Είναι, όμως, χρήσι-
μο να επεκτείνουμε τον παραπάνω 
ορισμό και για τις περιπτώσεις που 
είναι α > β ή α = β, ως εξής:

● 
β α
α β
f(x)dx f(x)dx= −∫ ∫

● 
α
α
f(x)dx 0=∫

Από τους ορισμούς του εμβαδού 
και του ορισμένου ολοκληρώματος 
προκύπτει ότι: 
Αν f x( ) ≥ 0 για κάθε x [α,β]∈ , τότε το 
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ολοκλήρωμα 
β
α
f(x)dx∫  δίνει το εμ-

βαδόν Ε(Ω) του χωρίου Ω που περι-
κλείεται από τη γραφική παράστα-
ση της f τον άξονα x′x και τις ευθείες 
x = α και x = β (Σχ. 11). 

y

Ο α β

Ω

x

11
y f(x)=

Δηλαδή,
β
α
f(x)dx Ε(Ω)=∫ . 

Επομένως, 
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Αν f x( ) ≥ 0, τότε 
β
α
f(x)dx 0≥∫ .

ΕΦΑΡΜΟΓH

Να αποδειχθεί ότι 
β
α
cdx c(β α)= −∫ , 

για οποιοδήποτε c∈R.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
i) Αν α = β, τότε 
   α

α
cdx 0 c(α α) c(β α)= = − = −∫ .

 
ii) Αν α < β, τότε, επειδή η f(x) = c εί-
ναι συνεχής στο [α, β], έχουμε
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= =

[ )
ν→∞

[ )
ν→∞ 1 2 νν

β αlim [f(ξ ) f(ξ ) f(ξ )]
ν→∞

−
= + + + =�

1 2 νν
β αlim [f(ξ ) f(ξ ) f(ξ )]
ν→∞

−
= + + + =�

ν
β αlim (c c c)
ν→∞

− = + + + = 
 

�

ν
β αlim νc c(β α)
ν→∞

− = ⋅ = − 
 

iii) Αν α > β, τότε
β α
α β
cdx cdx c(α β) c(β α).= − = − − = −∫ ∫
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ΣΧΟΛΙΟ
Αν c > 0, τότε το 

β
α
cdx∫  εκφράζει το 

εμβαδόν ενός ορθογωνίου με βάση 
β - α και ύψος c (Σχ. 12).

y

Ο α β x

12
y c=

Ιδιότητες του ορισμένου 
ολοκληρώματος
Με τη βοήθεια του ορισμού του ορι-
σμένου ολοκληρώματος αποδεικνύ-
ονται τα παρακάτω θεωρήματα.
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ΘΕΩΡΗΜΑ 1ο

Έστω f, g συνεχείς συναρτήσεις 
στο [α, β] και λ,μ∈R. Τότε ισχύουν

● β β
α α
λf(x)dx λ f(x)dx=∫ ∫

● 
β β β
α α α
[f(x) g(x)]dx f(x)dx g(x)dx+ = +∫ ∫ ∫ 

β β β
α α α
[f(x) g(x)]dx f(x)dx g(x)dx+ = +∫ ∫ ∫

και γενικά

● 
β β β
α α α
[λf(x) μg(x)]dx λ f(x)dx μ g(x)dx+ = +∫ ∫ ∫

β β β
α α α
[λf(x) μg(x)]dx λ f(x)dx μ g(x)dx+ = +∫ ∫ ∫
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ΘΕΩΡΗΜΑ 2ο

Αν η f είναι συνεχής σε διάστημα 
Δ και α,β,γ Δ∈ , τότε ισχύει

β γ β
α α γ
f(x)dx f(x)dx f(x)dx= +∫ ∫ ∫

Για παράδειγμα, αν f x dx( ) =∫0
3

3 
και f x dx( ) =∫0

4
7, τότε

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + == − + = − + = .∫ ∫∫ ∫∫3
4

0
4

3
0

0
4

0
3

3 7 4

f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + == − + = − + = .∫ ∫∫ ∫∫3
4

0
4

3
0

0
4

0
3

3 7 4

ΣΗΜΕΙΩΣΗ

Αν f x( ) ≥ 0 και α < γ < β (Σχ. 13), η 
παραπάνω ιδιότητα δηλώνει ότι:
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y

Ο α βγ x

13
y f(x)=

1 2

Ε(Ω) = Ε(Ω1) + Ε(Ω2) 

αφού

γ
1 α

Ε(Ω ) f(x)dx= ∫ , 
β

2 γ
Ε(Ω ) f(x)dx= ∫

και
β
α

Ε(Ω) f(x)dx= ∫ .
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ΘΕΩΡΗΜΑ 3ο

Έστω f μια συνεχής συνάρτηση 
σε ένα διάστημα [α,β]. Αν 
f x( ) ≥≥ 0 για κάθε x [α,β]∈  και η 
συνάρτηση f δεν είναι παντού 
μηδέν στο διάστημα αυτό, τότε

β
α
f(x)dx 0>∫ .

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Αν f x dx( ) =∫ 9
1
4

, f x dx( ) =∫ 11
3
4

 

και f x dx( ) =∫ 13
1
8

, 

     να βρείτε τα ολοκληρώματα: 
i) 3

4
f(x)dx∫  ii) 8

4
f(x)dx∫   

iii) 3
1

f(x)dx∫  iv) 8
3

f(x)dx∫ . 110 / 214 - 215



i) 3
4

f(x)dx∫  ii) 8
4

f(x)dx∫   

iii) 3
1

f(x)dx∫  iv) 8
3

f(x)dx∫ . 

2.  �Να αποδείξετε ότι

ln lntdt
t
dt

e
e

= ∫∫
11

1
.

3.  �Να υπολογίσετε το κ έτσι, 
ώστε

2κ 1
2 21 κ
x 4 5dx dx 3
x 1 x 1

−
− =

+ +
∫ ∫ .

4.  �Αν f x dx( ) =∫ 5
1
3

 και 

g x dx( ) = −∫ 2
1
3

 να υπολογίσετε 

τα ολοκληρώματα:
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i) ( ( ) ( ))2 6
1
3

f x g x dx−∫  

ii) ( ( ) ( ))2
3
1

f x g x dx−∫ .

3.5 H ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ x
α

F(x) f(t)dt= ∫
Ο υπολογισμός ενός ολοκληρώμα-
τος 

β
α
f(x)dx∫  κατευθείαν από τον 

ορισμό είναι συνήθως μία δύσκο-
λη και πολύ κοπιαστική διαδικασία. 
Στην παράγραφο αυτή θα αναζη-
τήσουμε τρόπο υπολογισμού ολο-
κληρωμάτων χωρίς τη χρήση του 
ορισμού. Σ’ αυτό θα μας βοηθήσει 
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το γνωστό, ως θεμελιώδες θεώρη-
μα του ολοκληρωτικού λογισμού. Η 
απόδειξη του θεωρήματος αυτού 
στηρίζεται στο επόμενο θεώρημα, 
το οποίο μας εξασφαλίζει την ύπαρ-
ξη παράγουσας μιας συνεχούς συ-
νάρτησης f σε ένα διάστημα Δ.

ΘΕΩΡΗΜΑ

Αν f είναι μια συνεχής συνάρτηση 
σε ένα διάστημα Δ και α είναι ένα 
σημείο του Δ, τότε η συνάρτηση 

x
α

F(x) f(t)dt= ∫ , x Δ∈ , 

είναι μια παράγουσα της f στο Δ. 
Δηλαδή ισχύει:

x
α
f(t)dt f(x)

′  = 
 ∫ , για κάθε x Δ∈ .
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Για παράδειγμα 

x 2 2
0

ημ tdt ημ x
′  = 

 ∫  και

ln lntdt x
x
1∫








′′
= .

ΣΧΟΛΙA

● Εποπτικά το συμπέρασμα του 
παραπάνω θεωρήματος προκύπτει 
(Σχ. 14) ως εξής:

y

Ο α x x+h β
x

14y f(x)=

f(x) Ω
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F x h F x f t dt
x
x h

( ) ( ) ( )+ − =
+

∫
= Εμβαδόν του χωρίου Ω 
≈ ⋅f x h( ) , για μικρά h > 0.

Άρα, για μικρά h > 0 είναι

F x h F x
h

f x( ) ( ) ( )+ −
≈ ,

οπότε

′′ =
+ −

=
→

F x F x h F x
h

f x
h

( ) lim ( ) ( ) ( )
0

● Από το παραπάνω θεώρημα και το 
θεώρημα παραγώγισης σύνθετης 
συνάρτησης προκύπτει ότι:

g(x)
α

f(t)dt f(g(x)) g (x),
′  ′= ⋅ 

 ∫
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με την προϋπόθεση ότι τα χρησιμο-
ποιούμενα σύμβολα έχουν νόημα.
Για παράδειγμα,

ln (ln ) ( ) ( ln ) lntdt x x x x x x
x
1

3
3 3 2 23 3 9∫









 = ⋅ ′′ = =
′

ln (ln ) ( ) ( ln ) lntdt x x x x x x
x
1

3
3 3 2 23 3 9∫









 = ⋅ ′′ = =
′

ΘΕΩΡΗΜΑ
(Θεμελιώδες θεώρημα του ολο-
κληρωτικού λογισμού)

Έστω f μια συνεχής συνάρτηση 
σ’ ένα διάστημα [α, β]. Αν G είναι 
μια παράγουσα της f στο [α, β], 
τότε

β
α
f(t)dt G(β) G(α)= −∫
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Σύμφωνα με το προηγούμενο θεώ-
ρημα, η συνάρτηση F x f t dt

x
( ) ( )= ∫α  

είναι μια παράγουσα της f στο [α, β]. 
Επειδή και η G είναι μια παράγουσα 
της f στο [α, β], θα υπάρχει c∈R τέ-
τοιο, ώστε

G(x) = F(x) + c.                 (1)

Από την (1), για x = α, έχουμε  
α
α

G(α) F(α) c f(t)dt c c= + = + =∫ , οπό-
τε c = G(α).
Επομένως,
 

G(x) = F(x) + G(α),

οπότε, για x = β, έχουμε
β
α

G(β) F(β) G(α) f(t)dt G(α)= + = +∫
και άρα
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β
α
f(t)dt G(β) G(α)= −∫ . ■

Πολλές φορές, για να απλοποιή-
σουμε τις εκφράσεις μας, συμβο-
λίζουμε τη διαφορά G(β) - G(α) με 

β
α[G(x)] , οπότε η ισότητα του παρα-

πάνω θεωρήματος γράφεται
ββ β

αα α
f(x)dx [G(x)] [ f(x)dx]= =∫ ∫ .

Για παράδειγμα,

xdx x
=













= − =∫
2

1

3

1
3

2
9
2

1
2

4

π π
00

ημxdx [ συνx] συνπ συν0 2= − = − + =∫
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π π
00

ημxdx [ συνx] συνπ συν0 2= − = − + =∫
1 1 111 x

dx x eee
= = − =∫ [ln ] ln ln .

ΕΦΑΡΜΟΓH

1. Δίνεται η συνάρτηση

F x t dt
x

( ) 12
2

= −∫
i) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της F.

ii) Να μελετηθεί ως προς τη μονο-
τονία και τα ακρότατα η F.

ΛΥΣΗ

i) Η συνάρτηση f t t( ) = −2 1 έχει πε-
δίο ορισμού το σύνολο

( , ] [ , )−∞ − ∪ +∞1 1 .
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Για να ορίζεται η F, πρέπει τα άκρα 
1, x του ολοκληρώματος να ανή-
κουν στο ίδιο διάστημα του πε-
δίου ορισμού της f. Άρα, πρέπει 
x∈ +∞[ , )1 , οπότε το πεδίο ορισμού 
της F είναι το σύνολο [ , )1 +∞ .

ii) Για x∈ +∞[ , )1  έχουμε:

′′ = −






′′
= −∫F x t dt x

x
( ) 2

1
21 1.

Επειδή η F είναι συνεχής στο 
[ , )1 +∞  και ισχύει F′(x) > 0 για κάθε 
x∈ +∞( , )1 , η συνάρτηση F είναι γνη-
σίως αύξουσα στο [ , )1 +∞ , οπότε 
παρουσιάζει ελάχιστο το F(1) = 0.
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Μέθοδοι ολοκλήρωσης
● Ο τύπος της ολοκλήρωσης κατά 
παράγοντες για το ορισμένο ολο-
κλήρωμα παίρνει τη μορφή

β ββ
αα α

f(x)g (x)dx [f(x)g(x)] f (x)g(x)dx,′ ′= −∫ ∫
β ββ

αα α
f(x)g (x)dx [f(x)g(x)] f (x)g(x)dx,′ ′= −∫ ∫

όπου  f′, g′ είναι συνεχείς συναρ-
τήσεις στο [α, β].

Για παράδειγμα, ας υπολογίσουμε 

το ολοκλήρωμα 
0

Ι xσυνxdx= ∫
π
2 . 

Έχουμε:
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I x(ημx) dx xημx (x) ημxdx′ ′= = − =
0∫
π
2

0∫
π
2

0

π
2





I x(ημx) dx xημx (x) ημxdx′ ′= = − =
0∫
π
2

0∫
π
2

0

π
2





xημx ημxdx= − =
0∫
π
2

0

π
2





= =+
0

π
2

0

π
2











π π 21
2 2

−
= − =  .

● Ο τύπος ολοκλήρωσης με αλλα-
γή μεταβλητής για το ορισμένο ολο-
κλήρωμα παίρνει τη μορφή
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β u2
α u1
f(g(x))g (x)dx f(u)du,′ =∫ ∫

όπου f, g′ είναι συνεχείς συναρτή-
σεις, u = g(x), du = g′(x)dx και 
u1 = g(α), u2 = g(β).

Για παράδειγμα, ας υπολογίσου-
με το ολοκλήρωμα I x

x
dx

e
= ∫

ln .
1

 
Έχουμε:

I x x dx
e

= ′′∫ ln (ln )
1

Αν θέσουμε u = lnx, τότε du = 
= (lnx)′dx, u1 = ln1 = 0 και u2 = lne = 1. 
Επομένως,

I udu u
= =













=∫
2

0

1

0
1

2
1
2

.
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ΕΦΑΡΜΟΓH

Nα υπολογισθούν τα ολοκληρώμα-
τα
 

  i) x x
x

dx
2

1
2 1+ −
∫          ii) x

x
dx+

∫
1

1
4

 

iii) | 2 |
1

5
x dx−

−∫ .

ΛΥΣΗ

 i) Έχουμε 

x x
x

dx x
x

dx x
x

dx
x

dx
2 2

1
2

1
2

1
2

1
2 1 1+ −

= + =− ∫∫∫∫

x x
x

dx x
x

dx x
x

dx
x

dx
2 2

1
2

1
2

1
2

1
2 1 1+ −

= + =− ∫∫∫∫  
= + =− ∫∫∫ xdx dx

x
dx1 1

1
2

1
2

1
2
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=












+ − = − + − = −
x x x

2

1

2

1
2

1
2

2
2 1

2
1 2 5

2
2[ ] [ ]ln ln ln .

=












+ − = − + − = −
x x x

2

1

2

1
2

1
2

2
2 1

2
1 2 5

2
2[ ] [ ]ln ln ln .

ii) Έχουμε 
x

x
dx x

x
dx

x
dx x dx x dx+

= + = + =+∫∫∫ ∫∫
−1 1

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
2

1
2

x
x

dx x
x

dx
x

dx x dx x dx+
= + = + =+∫∫∫ ∫∫

−1 1
1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
2

1
2

= 











+ = 





+ =
x x x x

1

4

1

4

3

1

4

1
42

3
2 2[ ] 0

3
.

3
2

1
2

3
2

1
2
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= 











+ = 





+ =
x x x x

1

4

1

4

3

1

4

1
42

3
2 2[ ] 0

3
.

3
2

1
2

3
2

1
2

iii) Επειδή | |
,
,

x
x x

x x
− =

− ≤
− ≥





2
2 2

2 2
,  

      έχουμε

| | ( ) ( )x dx x dx x dx x x x x− = − + − = −












+ −










−

2 2 2 2
2 2

2
2

1

2 2

2

5

= + =∫∫∫ −−

9
2

9
2

9
2
5

1
2

1
5

.

| | ( ) ( )x dx x dx x dx x x x x− = − + − = −












+ −










−

2 2 2 2
2 2

2
2

1

2 2

2

5

= + =∫∫∫ −−

9
2

9
2

9
2
5

1
2

1
5

.

| | ( ) ( )x dx x dx x dx x x x x− = − + − = −












+ −










−

2 2 2 2
2 2

2
2

1

2 2

2

5

= + =∫∫∫ −−

9
2

9
2

9
2
5

1
2

1
5

.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-
ματα:
 

 i) ( )3 2 12
0
2

x x dx− +∫  		   

ii) x

x
dx

e +
∫

1
31

iii) (συνx 2ημx)dx−
0∫
π
2  

iv) x
x

dx+





∫

1 2

1
2

.
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2.  �Να αποδείξετε ότι

x x
x

dx x
x

dx
3

2 22
1

1
2 7

5
2

5
3
2

+

+
+

+
=∫∫ .

3.  �Να αποδείξετε ότι
β 2 2
α

2 f(x)f (x)dx (f(β)) (f(α))′ = −∫ .

4.  �Αν η γραφική παράσταση της 
συνάρτησης f διέρχεται από 
τα σημεία Α(0,0) και Β(1,1), να 
βρείτε την τιμή του ολοκληρώ-
ματος ′′∫ f x dx( )

0
1

, εφόσον η f′ εί-
ναι συνεχής στο [0,1].

5.  �Να βρείτε τις παραγώγους των 
συναρτήσεων
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i) 
συνx 2
1

F(x) 1 t dt= −∫

ii) 
1
x
συνθF(x) dθ
θ

= ∫

6.  i) Να βρείτε την παράγωγο της 
 συνάρτησης 
f x x x( ) ln( )= + +2 1

ii) Να αποδείξετε ότι 
    1

1
1 2

20
1

+
= +∫

x
dx ln( ) .

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.  �Αν tg t dt x x

x
( ) = +∫ 4 6

0
 για κάθε 

x∈R, να βρείτε το g(1).
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2.  �Να αποδείξετε ότι η συνάρτη-
ση 

x 1 συν2πt
x

f(x) e dt
+

= ∫  είναι 
σταθερή.

3.  �Αν f x t
e

dtt
x

( ) =
−

∫0
2 , να προσδι-

ορίσετε τα διαστήματα μονο-
τονίας και τα τοπικά ακρότατα 
της f.

4.  �Αν F x xf t dt
x

( ) ( )= ∫0 , να βρείτε 
την F′(x).

5.  �Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 

F x
t

dt
t

dt
x

( ) =
+

+
+∫

1
1

1
12 21 0∫

1
x  

είναι σταθερή στο ( , )0 +∞  και 
να βρείτε τον τύπο της.
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6.  �Να βρείτε το lim
h

h

h
t dt.

→

+
+∫0

2
2
21 5

7.  �Να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-
ματα

i) x

x
dx

24
6

4−
∫

ii) [ημ(συνx x)ημx ημ(συνx x)]dx+ − +
0∫
π
2

[ημ(συνx x)ημx ημ(συνx x)]dx+ − +
0∫
π
2 .

8.  �Να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-
ματα 
 i) ( | |)x x dx2

0
2

1− −∫  	
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ii) 
π
π
f(x)dx

−∫ , αν

x, π x 0
f(x)

ημx, 0 x π
− ≤ ≤

=  < ≤

iii) | |x x dx2
0
3

3 2− +∫ .

9.  �Να υπολογίσετε τα ολοκληρώ-
ματα

  

2e
1

lnx dxi) ii)
x∫ xe dxx−∫0

1

x x dxln( )iii)

iv)

9 2
0
1

+∫

xe συν2xdx.
0∫
π
2

 
132 / 221



10.  �Αν 2I          xημ xdx=
0∫
π
2 ,

2J          xσυν xdx=
0∫
π
2 , να υπολογί-

σετε τα ολοκληρώματα
I + J,      I - J,      Ι,      J.

11.  �Έστω μια συνάρτηση f με 
f′′ συνεχή και για την οποία 
ισχύει

π
0∫ .

Αν  f(π) = 1, με τη βοήθεια 
της ολοκλήρωσης κατά 
παράγοντες, να υπολογίσετε 
το f(0).
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12.  �Έστω οι συναρτήσεις f, g, με  
f′′, g′′ συνεχείς στο [α, β]. Αν 
f(α) = g(α) = 0 και f′(β) = g′(β), 
να αποδείξετε ότι

β
α∫

β
α∫ .

134 / 222



3.6 ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ 
	 ΤΟΥ ΟΛΟΚΛΗΡΩΤΙΚΟΥ 
	 ΛΟΓΙΣΜΟΥ

Με τη βοήθεια του θεμελιώδους θε-
ωρήματος του ολοκληρωτικού λογι-
σμού μπορούμε, τώρα, να αποδεί-
ξουμε το παρακάτω θεώρημα που 
είναι γνωστό ως Θεώρημα Μέσης 
Τιμής Ολοκληρωτικού Λογισμού.

ΘΕΩΡΗΜΑ

Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής 
στο [α, β], τότε υπάρχει ένα, του-
λάχιστον, ξ (α,β)∈  τέτοιο, ώστε

β
α
f(x)dx f(ξ)(β α)= −∫
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Θεωρούμε τη συνάρτηση 
x
α

F(x) f(t)dt= ∫ . Η συνάρτηση αυτή 
είναι παραγωγίσιμη στο [α, β] και 
ισχύει F′(x) = f(x). Επομένως, σύμ-
φωνα με το θεώρημα μέσης τιμής 
του διαφορικού λογισμού υπάρχει 
ξ (α,β)∈  τέτοιο, ώστε

F(β) F(α)F (ξ)
β α
−′ =
−

.              (1)

Είναι όμως,

F′(ξ) = f(ξ), 
β
α

F(β) f(t)dt= ∫  και
α
α

F(α) f(t)dt 0= =∫ .

Επομένως, η ισότητα (1) γράφεται 
β
α
f(t)dt

f(ξ)
β α

=
−

∫  ή, ισοδύναμα,
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β
α
f(t)dt f(ξ)(β α)= −∫ . ■

ΣΧΟΛΙΟ

Ο αριθμός 
β
α
f(x)dx

f(ξ)
β α

=
−

∫  λέγεται 

μέση τιμή της συνάρτησης f στο [α, β] 
και συμβολίζεται με f .

Γεωμετρικά, η μέση τιμή f  μιας μη 
αρνητικής συνάρτησης f στο διάστη-
μα [α, β] παριστάνει το ύψος του ορ-
θογωνίου που έχει βάση το [α, β] και 
εμβαδόν ίσο με το εμβαδόν του χω-
ρίου Ω που περικλείεται από τη γρα-
φική παράσταση της f, τον άξονα x′x 
και τις ευθείες x = α και x = β (Σχ. 15).
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y

y = f(x)

Ο α ξ β
x

15

f

ΕΦΑΡΜΟΓΗ

Έστω η συνάρτηση f x x( ) == . Να 
βρεθεί ξ ∈ (0,9) έτσι ώστε f(ξ) f= .

ΛΥΣΗ

Έχουμε 

f
xdx x

= =







= =
∫0

9

0

9

9

2
3

9
18
9

2

3
2

.
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Επομένως, αρκεί να βρεθεί ξ ∈ (0,9) 
έτσι, ώστε  f(ξ) = 2. Έχουμε

f(ξ) 2 ξ 2 ξ 4= ⇔ = ⇔ = .

Άρα, το ζητούμενο ξ είναι το 4.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Να βρείτε τη μέση τιμή f  της 
συνεχούς συνάρτησης f στο 
διάστημα [0,1], αν δίνεται ότι 

( ( ) )f x dx− =∫ 1 0
0
1

.
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2.  �Αν η f είναι συνεχής στο [α, β], 
κ σταθερά και 

β
α
(f(x) κ)dx 0− =∫ , 

να αποδείξετε ότι η μέση τιμή   
της f στο [α, β] είναι κ.

3.  �Να βρεθεί η μέση τιμή της μετα-
βλητής x στο διάστημα [α, β].

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Δίνονται οι συναρτήσεις 

f(x) = x2 και g x
x

( ) =
1
2 , ορισμέ-

νες σ’ ένα διάστημα [α, β], 
α > 0. Να υπολογίσετε τις f , g 
και να αποδείξετε ότι f g⋅⋅ > 1.



2.  �Η ταχύτητα υ του αίματος σ’ 
ένα αγγείο ακτίνας R και μή-
κους �, σε απόσταση r από τον 
κεντρικό άξονα του αγγείου εί-

ναι 2 2Pυ(r) (R r )
4n

= −� , όπου Ρ 

η διαφορά πιέσεως μεταξύ των 
άκρων Α, Β του αγγείου και n 
το ιξώδες του αίματος (σταθερά).
 

r u(r)

A B

R


α) Να βρείτε τη μέση ταχύτητα 
του αίματος, όταν r R∈ [ , ]0 .
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β) Να βρείτε τη μέγιστη ταχύ-
τητα και να τη συγκρίνετε με τη 
μέση ταχύτητα

3.  �Έστω f μια παραγωγίσιμη 
στο [0,1] συνάρτηση, με 

f x dx f( ) ( )=∫ 1
0
1 . Να αποδείξετε ότι 

η Cf έχει μια, τουλάχιστον, οριζό-
ντια εφαπτομένη.
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