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ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΕΠΑΝΕΚ∆ΟΣΗΣ

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΧΙΚΗΣ ΕΚ∆ΟΣΗΣ

ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ  
ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ  

ΜΕ ΜΕΙΩΜΕΝΗ ΟΡΑΣΗ

ΙΤΥΕ - ∆ΙΟΦΑΝΤΟΣ 

Οι διορθώσεις πραγµατοποιήθηκαν 
κατόπιν έγκρισης του ∆.Σ. του 
Ινστιτούτου Εκπαιδευτικής Πολιτικής

Η επανέκδοση του παρόντος βιβλίου 
πραγµατοποιήθηκε από το Ινστιτούτο 
Τεχνολογίας Υπολογιστών 
& Εκδόσεων «∆ιόφαντος» 
µέσω ψηφιακής µακέτας, η οποία 
δηµιουργήθηκε µε χρηµατοδότηση 
από το ΕΣΠΑ / ΕΠ «Εκπαίδευση & ∆ιά 
Βίου Μάθηση» / Πράξη «ΣΤΗΡΙΖΩ».

To πλαίσιο αυξοµειώνεται

ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ  
ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ  

ΜΕ ΜΕΙΩΜΕΝΗ ΟΡΑΣΗ

ΙΤΥΕ - ∆ΙΟΦΑΝΤΟΣ 

Η αξιολόγηση, η κρίση  
των προσαρµογών και  
η επιστηµονική επιµέλεια  
του προσαρµοσµένου βιβλίου 
πραγµατοποιείται από τη Μονάδα 
Ειδικής Αγωγής του Ινστιτούτου 
Εκπαιδευτικής Πολιτικής.

Η προσαρµογή του βιβλίου  
για µαθητές µε µειωµένη όραση 
από το ΙΤΥΕ – ∆ΙΟΦΑΝΤΟΣ 
πραγµατοποιείται µε βάση 
τις προδιαγραφές που έχουν 
αναπτυχθεί από ειδικούς 
εµπειρογνώµονες για το ΙΕΠ.
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ΠΟΛΙΤΙΚΗΣ

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ ΚΑΙ ΕΚ∆ΟΣΕΩΝ 

«∆ΙΟΦΑΝΤΟΣ»

Ι.Τ.Υ.Ε. «∆ΙΟΦΑΝΤΟΣ»

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ
ΚΑΙ

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ

Γ΄ ΓΕΝΙΚΟΥ ΛΥΚΕΙΟΥ

Tόμος 3ος

ΑΔΑΜΟΠΟΥΛΟΣ ΛΕΩΝΙΔΑΣ
ΔΑΜΙΑΝΟΥ ΧΑΡΑΛΑΜΠΟΣ

ΣΒΕΡΚΟΣ ΑΝΔΡΕΑΣ
Η συγγραφή και η επιστημονική 

επιμέλεια του βιβλίου
πραγματοποιήθηκε υπό την αιγίδα 

του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου
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2.3 �ΜΕΤΡΑ ΘΕΣΗΣ ΚΑΙ  
ΔΙΑΣΠΟΡΑΣ

Εισαγωγή

Εκτός από τους στατιστικούς πίνα-
κες και τα διαγράμματα υπάρχουν 
και αριθμητικά μέτρα με τα οποία 
μπορούμε να περιγράψουμε με συ-
ντομία μια κατανομή συχνοτήτων. 
Η γνώση των μέτρων αυτών διευ-
κολύνει και την παραπέρα στατι-
στική επεξεργασία των δεδομένων. 
Έστω, για παράδειγμα, ένας καθη-
γητής ο οποίος, για να συγκρίνει 
δύο διαφορετικά τμήματα Α και Β 
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της ίδιας τάξης ως προς την επίδο-
σή τους σε ένα μάθημα, πήρε τυ-
χαία 10 μαθητές από κάθε τμήμα. Η 
βαθμολογία τους στο μάθημα αυτό 
ήταν: 

Τμήμα Α: �13  13  14  15  15  15  15  
16  16  18 

Τμήμα Β: �10  13  14  14  15  15  15  
16  18  20. 

Τα διαγράμματα σχετικών συχνο-
τήτων δίνονται στα σχήματα 11(α), 
(β). 
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Παρατηρούμε ότι η βαθμολογία 
και των δύο τμημάτων είναι συγκε-
ντρωμένη γύρω στο 15, αλλά το 
δεύτερο τμήμα παρουσιάζει μεγα-
λύτερη διασπορά βαθμών από το 
πρώτο. Δηλαδή, οι βαθμοί του Β΄ 
τμήματος είναι περισσότερο δια-
σκορπισμένοι γύρω από μια “κε-
ντρική” τιμή. Οι έννοιες “κεντρική 
τιμή” και “διασπορά των παρατηρή-
σεων” μας δίνουν το ερέθισμα για 
έναν ακόμα πιο σύντομο τρόπο πε-
ριγραφής της κατανομής ενός συ-
νόλου δεδομένων. Για να ορίσουμε 
δηλαδή κάποια μέτρα (αριθμητικά 
μεγέθη), που να μας δίνουν α) τη 
θέση του “κέντρου” των παρατηρή-
σεων στον οριζόντιο άξονα και β) τη 
διασπορά των παρατηρήσεων, δη-
λαδή πόσο αυτές εκτείνονται γύρω 
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από το “κέντρο” τους. Τα πρώτα 
τα καλούμε μέτρα θέσης της κατα-
νομής (location measures), ενώ τα 
δεύτερα μέτρα διασποράς ή μέ-
τρα μεταβλητότητας (measures of 
variability). 
Εκτός από τα μέτρα θέσης και δια-
σποράς μιας κατανομής πολλές φο-
ρές είναι απαραίτητος και ο προσ-
διορισμός κάποιων άλλων μέτρων, 
που καθορίζουν τη μορφή της κα-
τανομής. Κατά πόσο δηλαδή η αντί-
στοιχη καμπύλη συχνοτήτων είναι 
συμμετρική ή όχι ως προς την ευ-
θεία x = x0, για δεδομένο σημείο x0 
του άξονα 0x. Τα μέτρα αυτά, που 
συνήθως εκφράζονται σε συνάρτη-
ση με τα μέτρα θέσης και διασπο-
ράς, καλούνται μέτρα ασυμμετρίας 
(measures of skewness). 
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Υπολογίζοντας από ένα σύνολο δε-
δομένων κάποια από τα ανωτέρω 
μέτρα, μπορούμε να έχουμε μια σύ-
ντομη περιγραφή της μορφής της 
καμπύλης συχνοτήτων. Στο σχήμα 
12 οι καμπύλες συχνοτήτων Α και 
Β είναι συμμετρικές με το ίδιο “κέ-
ντρο” x0, αλλά η Β έχει μεγαλύτερη 
μεταβλητότητα από την Α. Οι κα-
μπύλες Γ και Δ είναι ασύμμετρες, με 
τη Γ όπως λέμε να παρουσιάζει θε-
τική ασυμμετρία και τη Δ αρνητική 
ασυμμετρία. Το “κέντρο” της Γ είναι 
αριστερότερα του x0, ενώ της Δ εί-
ναι δεξιότερα του x0. Η Δ παρουσιά-
ζει μεγαλύτερη μεταβλητότητα από 
τη Γ. 
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12

Γ

Α

Β Δ

xx0

Μέτρα Θέσης

Τα πιο συνηθισμένα μέτρα που χρη-
σιμοποιούνται για την περιγραφή 
της θέσης ενός συνόλου δεδομέ-
νων πάνω στον οριζόντιο άξονα 0x, 
εκφράζοντας την “κατά μέσο όρο” 
απόστασή τους από την αρχή των 
αξόνων, είναι ο αριθμητικός μέσος 
ή μέση τιμή (arithmetic mean or 
average), η διάμεσος (median) και η 
κορυφή ή επικρατούσα τιμή (mode). 
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α) Μέση Τιμή ( x)

Η μέση τιμή ενός συνόλου ν πα-
ρατηρήσεων αποτελεί το σπου-
δαιότερο και χρησιμότερο μέτρο 
της Στατιστικής και ορίζεται ως το 
άθροισμα των παρατηρήσεων διά 
του πλήθους των παρατηρήσεων. 
Όταν σε ένα δείγμα μεγέθους ν οι 
παρατηρήσεις μιας μεταβλητής Χ 
είναι t1, t2, ..., tv τότε η μέση τιμή 
συμβολίζεται με x  και δίνεται από 
τη σχέση: 

                       
   

x
t t ... t

ν

t

ν
1 2 ν

i
i 1

ν
∑

=
++ ++ ++

= ==

1
ν

ti
i 1

ν
∑=
=        

(1)
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όπου το σύμβολο ti
i 1

ν
∑
=

 παριστάνει 

μια συντομογραφία του αθροίσμα-
τος t1 + t2 + ... + tv και διαβάζεται 
“άθροισμα των ti από i = 1 έως ν”. 
Συχνά, όταν δεν υπάρχει πρόβλημα 
σύγχυσης, συμβολίζεται και ως ti∑  
ή ακόμα πιο απλά με t∑ . 
Σε μια κατανομή συχνοτήτων, αν 
x1, x2, ..., xκ είναι οι τιμές της μετα-
βλητής Χ με συχνότητες ν1,ν2, ..., 
νκ αντίστοιχα, η μέση τιμή ορίζεται 
ισοδύναμα από τη σχέση: 
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x
x ν x ν ... x ν

ν ν ... ν
1 1 2 2 κ κ

1 2 κ
==

++ ++ ++

++ ++ ++
=

x ν

ν

1
ν

x ν
i i

i 1

κ

i
i 1

κ i i
i 1

κ
∑

∑
∑= ==

=

=

      

(2)

Η παραπάνω σχέση ισοδύναμα 
γράφεται: 

x x
ν
ν

x fi
i

i i
i 1

κ

i 1

κ
∑∑= =
==

όπου fi οι σχετικές συχνότητες. 
Για παράδειγμα, η μέση επίδοση 
των μαθητών στο τμήμα Α θα είναι 
σύμφωνα με την (1) 
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x 13 13 14 ... 18
10

150
10

15A = ++ ++ ++ ++ = =

ή ισοδύναμα από τον αντίστοιχο 
πίνακα συχνοτήτων σύμφωνα με 
την (2).

Βαθμός
xi

Συχνότητα
νi

xi νi

13
14
15
16
18

2
1
4
2
1

26
14
60
32
18

Σύνολο vA = 10 x νi i = 150∑
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x
x ν

ν
150
10

15.A
i i

A

∑
= ==

Ομοίως, υπολογίζεται και η μέση 
επίδοση για το τμήμα Β, η οποία εί-
ναι πάλι 

x 15B =  
Επίσης, το μέσο ύψος των 40 μα-
θητών της Γ΄ Λυκείου του πίνακα 
8, σύμφωνα με τη σχέση (1) είναι 

x 6918
40

172,95 cm.= =  
Για ευκολότερο όμως υπολογισμό 
χρησιμοποιούμε τον πίνακα συχνο-
τήτων, όπως αυτός δίνεται παρακά-
τω, ομαδοποιώντας τα δεδομένα σε 
κ = 6 κλάσεις. 
Αν xi είναι το κέντρο της i κλάσης 
και νi η αντίστοιχη συχνότητα, τότε 
σύμφωνα με τη σχέση (2) η μέση 
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τιμή θα είναι: 

x
x ν

ν
6930
40

173,25cm.i i∑
= ==

Παρατηρούμε ότι οι δύο μέσες τιμές 
του ίδιου συνόλου δεδομένων δεν 
είναι ακριβώς οι ίδιες. Πού οφείλε-
ται αυτή η, έστω και μικρή, διαφο-
ρά;
Η διαφορά αυτή οφείλεται στο γε-
γονός ότι κατά την ομαδοποίηση 
υποθέσαμε ότι οι παρατηρήσεις 
κάθε κλάσης είναι ομοιόμορφα κα-
τανεμημένες και ότι οι τιμές της 
μεταβλητής σε κάθε κλάση εκπρο-
σωπούνται από την αντίστοιχη κε-
ντρική τιμή xi. Η υπόθεση αυτή ση-
μαίνει απώλεια πληροφοριών για 
τις αρχικές τιμές. Χάνουμε λοιπόν 
λίγο ως προς την ακρίβεια κερδί-
ζουμε όμως χρόνο!
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Ύψος
σε cm

Κεντρικές τιμές
xi

Συχνότητα
 νi xi νi

156-162
162-168
168-174
174-180
180-186
186-192

159
165
171
177
183
189

  2
  8
12
11
  5
  2

  318
1320
2025
1947
  915
  378

Σύνολο vi∑  = 40 x νi i = 150∑  6930
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β) Σταθμικός Μέσος

Στις περιπτώσεις που δίνεται δια-
φορετική βαρύτητα (έμφαση) στις 
τιμές x1, x2, ..., xv ενός συνόλου δε-
δομένων, τότε αντί του αριθμητικού 
μέσου χρησιμοποιούμε τον σταθ-
μισμένο αριθμητικό μέσο ή σταθ-
μικό μέσο (weighted mean). Εάν σε 
κάθε τιμή x1, x2, ..., xv δώσουμε δι-
αφορετική βαρύτητα, που εκφράζε-
ται με τους λεγόμενους συντελεστές 
στάθμισης (βαρύτητας) w1, w2, ..., 
wv, τότε ο σταθμικός μέσος βρίσκε-
ται από τον τύπο: 

x
x w x w ... x w

w w ... w

x w

w

1 1 2 2 ν ν

1 2 ν

i i
i 1

ν

i
i 1

ν

∑

∑
==

++ ++ ++
++ ++ ++ == .=

=
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Για παράδειγμα, με το νέο σύστη-
μα, για την εισαγωγή ενός μαθητή 
στην τριτοβάθμια εκπαίδευση θα 
συνυπολογίζονται ο βαθμός x1 του 
απολυτηρίου του Ενιαίου Λυκείου 
με συντελεστή (βάρος) w1 = 7,5, ο 
βαθμός x2 στο τεστ δεξιοτήτων με 
συντελεστή w2 = 1, ο βαθμός x3 στο 
1ο βασικό μάθημα με συντελεστή  
w3 = 1 και ο βαθμός x4 στο 2ο βασι-
κό μάθημα με συντελεστή w4 = 0,5. 
Εάν ένας μαθητής πάρει τους βαθ-
μούς x1 = 16,5, x2 = 18, x3 = 17 και  
x4 = 16,6, τότε ο σταθμικός μέσος 
της επίδοσης του θα είναι: 
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γ) Διάμεσος (δ)

Οι χρόνοι (σε λεπτά) που χρειάστη-
καν 9 μαθητές, για να λύσουν ένα 
πρόβλημα είναι: 3, 5, 5, 36, 6, 7, 4, 
7, 8 με μέση τιμή  x  = 9. Παρατη-
ρούμε όμως ότι οι οκτώ από τις εν-
νέα παρατηρήσεις είναι μικρότερες 
του 9 και μία (ακραία τιμή), η οποία 
επηρεάζει και τη μέση τιμή είναι, 
αρκετά μεγαλύτερη του 9. Αυτό ση-
μαίνει ότι η μέση τιμή δεν ενδείκνυ-
ται ως μέτρο θέσης (“κέντρο”) των 
παρατηρήσεων αυτών. Αντίθετα, 
ένα άλλο μέτρο θέσης που δεν επη-
ρεάζεται από ακραίες παρατηρή-
σεις είναι η διάμεσος (median), η 
οποία ορίζεται ως εξής: 
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Διάμεσος (δ) ενός δείγματος ν 
παρατηρήσεων οι οποίες έχουν 
διαταχθεί σε αύξουσα σειρά ορί-
ζεται ως η μεσαία παρατήρηση, 
όταν το ν είναι περιττός αριθμός, 
ή ο μέσος όρος (ημιάθροισμα) 
των δύο μεσαίων παρατηρήσεων 
όταν το ν  είναι άρτιος αριθμός. 

Για παράδειγμα, για να βρούμε τη 
διάμεσο των δεδομένων: 
α) 3, 4, 0, 6, 5, 8, 1, 1, 6, 1, 2, 8, 9 
β) 3, 4, 0, 6, 5, 8, 1, 1, 6, 1, 2, 8, 9, 9 
εργαζόμαστε ως εξής:
α) Έχουμε ν = 13 παρατηρήσεις, οι 
οποίες σε αύξουσα σειρά είναι:
0  1  1  1  2  3  4  5  6  6  8  8  9 . 
Άρα, η διάμεσος είναι η μεσαία πα-
ρατήρηση (έβδομη στη σειρά),  
δ = 4. 
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β) Έχουμε ν = 14 παρατηρήσεις οι 
οποίες σε αύξουσα σειρά είναι: 
0  1  1  1  2  3  4  5  6  6  8  8  9  9 . 
Άρα, η διάμεσος είναι το ημιάθροι-
σμα των δύο μεσαίων παρατηρή-
σεων (της έβδομης και όγδοης στη 

σειρά), δηλαδή δ 4 5
2

4,5== ++ == . 

Παρατηρούμε ότι, η διάμεσος εί-
ναι η τιμή που χωρίζει ένα σύνολο 
παρατηρήσεων σε δύο ίσα μέρη 
όταν οι παρατηρήσεις αυτές τοπο-
θετηθούν με σειρά τάξης μεγέθους. 
Ακριβέστερα, η διάμεσος είναι η 
τιμή για την οποία το πολύ 50% 
των παρατηρήσεων είναι μικρότε-
ρες από αυτήν και το πολύ 50% των 
παρατηρήσεων είναι μεγαλύτερες 
από την τιμή αυτήν.
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Διάμεσος σε Ομαδοποιημένα Δε-
δομένα
Θεωρούμε τα δεδομένα του ύψους 
των μαθητών στον πίνακα 9 και το 
αντίστοιχο ιστόγραμμα αθροιστι-
κών σχετικών συχνοτήτων με την 
πολυγωνική γραμμή, σχήμα 13. Η 
διάμεσος, όπως ορίστηκε, αντιστοι-
χεί στην τιμή x = δ της μεταβλητής 
Χ (στον οριζόντιο άξονα), έτσι ώστε 
το 50% των παρατηρήσεων να εί-
ναι μικρότερες ή ίσες του δ. Δηλα-
δή, η διάμεσος θα έχει αθροιστική 
σχετική συχνότητα Fi = 50%. Εφό-
σον στον κάθετο άξονα έχουμε τις 
αθροιστικές σχετικές συχνότητες, 
από το σημείο Α (50% των παρα-
τηρήσεων) φέρουμε την AB//0x και 
στη συνέχεια τη BΓ 0x⊥⊥ . Τότε, στο 
σημείο Γ αντιστοιχεί η διάμεσος δ 
των παρατηρήσεων. Δηλαδή,  
δ ≈ 173.
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δ) Εκατοστημόρια (Pκ)

Όπως ορίσαμε τη διάμεσο δ, έτσι 
ώστε το πολύ 50% των παρατηρή-
σεων να είναι μικρότερες του δ και 
το πολύ 50% των παρατηρήσεων 
να είναι μεγαλύτερες του δ, μπο-
ρούμε ανάλογα να ορίσουμε και τα 
εκατοστημόρια (percentiles) Pκ,  
κ = 1, 2, ..., 99. Οι τιμές P1, P2, ..., P99 
χωρίζουν τη συνολική συχνότητα 
σε 100 ίσα μέρη. Επομένως, ανα-
λόγως και με τον ορισμό της δια-
μέσου, ορίζουμε ως κ-εκατοστιαίο 
σημείο ή Pκ εκατοστημόριο ενός 
συνόλου παρατηρήσεων την τιμή 
εκείνη για την οποία το πολύ κ% 
των παρατηρήσεων είναι μικρότε-
ρες του Pκ και το πολύ (100 − κ)% 
των παρατηρήσεων είναι μεγαλύτε-
ρες από την τιμή αυτήν. 
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Ειδική περίπτωση εκατοστημορίων 
είναι τα P25, P50, P75, τα οποία κα-
λούνται τεταρτημόρια (quartiles) 
και συμβολίζονται με Q1, Q2 και Q3, 
αντίστοιχα. 
Για το Q1 έχουμε αριστερά το πολύ 
25% των παρατηρήσεων και δεξιά 
το πολύ 75%. Όμοια για το Q3 έχου-
με αριστερά το πολύ 75% των πα-
ρατηρήσεων και δεξιά το πολύ 25% 
των παρατηρήσεων. Προφανώς το 
Q2 = P50 συμπίπτει και με τη διάμε-
σο, δηλαδή Q2 = δ. Τα μέτρα αυτά 
χρησιμοποιούνται αρκετά συχνά 
για τη μελέτη ενός συνόλου δεδομέ-
νων. 
Συχνά για ευκολία ο υπολογισμός 
των τεταρτημορίων Q1 και Q3 ενός 
συνόλου δεδομένων γίνεται κατά 
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προσέγγιση υπολογίζοντας τις δι-
αμέσους του πρώτου και του δεύ-
τερου μισού των διατεταγμένων 
παρατηρήσεων, αντίστοιχα. Για πα-
ράδειγμα, προκειμένου να υπολογί-
σουμε τα τεταρτημόρια των δεδομέ-
νων 3, 4, 0, 6, 5, 8, 1, 1, 6, 1, 2, 8, 9, 
εργαζόμαστε ως εξής: 
•    Διατάσσουμε τις παρατηρήσεις 
σε αύξουσα σειρά μεγέθους: 
Έχουμε ν = 13 παρατηρήσεις, οι 
οποίες σε αύξουσα σειρά είναι: 
0  1  1  1  2  3  4  5  6  6  8  8  9 . 
•    Υπολογίζουμε τη διάμεσο, όπως 
προαναφέραμε: 
H διάμεσος είναι η έβδομη στη σει-
ρά παρατήρηση, δηλαδή δ = 4. 
•    Υπολογίζουμε τη διάμεσο του 
πρώτου μισού των διατεταγμένων 
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παρατηρήσεων, δηλαδή των παρα-
τηρήσεων που είναι αριστερά του 
δ. Η τιμή αυτή είναι το Q1: 
Η διάμεσος των παρατηρήσεων 
που είναι αριστερά του δ, δηλαδή 

των 0 1 1 1 2 3, είναι το Q 1 1
2

11 == ++ == .

• Υπολογίζουμε τη διάμεσο του δεύ-
τερου μισού των διατεταγμένων 
παρατηρήσεων, δηλαδή των παρα-
τηρήσεων που είναι δεξιά του δ. Η 
τιμή αυτή είναι το Q3.
Η διάμεσος των παρατηρήσεων 
που είναι δεξιά του δ, δηλαδή των 

5 6 6 8 8 9, είναι το Q 6 8
2

73 == ++ == . 
(Όμως το ακριβές, σύμφωνα με τον 
ορισμό είναι Q3 = 6).
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Εκατοστημόρια σε Ομαδοποιημέ-
να Δεδομένα

Ο υπολογισμός των εκατοστημο-
ρίων (ή τεταρτημορίων) σε ομαδο-
ποιημένα δεδομένα γίνεται όπως 
και στη διάμεσο από το πολύγωνο 
αθροιστικών σχετικών συχνοτήτων. 
Στο σχήμα 13 δίνονται τα Q1, Q2 = δ, 
Q3 και P10, P90 για τα δεδομένα του 
πίνακα 9, από το οποίο βρίσκουμε 
κατά προσέγγιση: 
P10 = 162,5,     Q1 = 168,     δ = 173,     
Q3 = 178     και     P90 = 184.

ε) Επικρατούσα Τιμή (Μ0) 

Στην περίπτωση μη ομαδοποιημέ-
νων δεδομένων επικρατούσα τιμή 
ή κορυφή (mode) Μ0 ορίζεται ως η 
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παρατήρηση με τη μεγαλύτερη συ-
χνότητα. Είναι προφανές ότι η επι-
κρατούσα τιμή μπορεί να οριστεί 
και στην περίπτωση ποιοτικών δε-
δομένων, ενώ τα άλλα μέτρα που 
είδαμε ορίζονται μόνο για ποσοτικά 
δεδομένα. Για παράδειγμα: 

α) Η επικρατούσα τιμή (επικρατού-
σα απασχόληση) για την απασχό-
ληση των μαθητών του πίνακα 7 
στον ελεύθερο χρόνο τους είναι  
Μ0 = “Μουσικήˮ. 

β) Η επικρατούσα τιμή του αριθμού 
των αδελφών των μαθητών στον 
πίνακα 6 είναι Μ0 = 1, δηλαδή οι πε-
ρισσότερες οικογένειες (55%) έχουν 
δύο παιδιά.

γ) Για να βρούμε την επικρατούσα 
τιμή των παρατηρήσεων 0 1 1 2 2 2 
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3 4 4 4 5 5 7 8, κατασκευάζουμε τον 
παρακάτω πίνακα συχνοτήτων. Οι 
τιμές 2 και 4 είναι και οι δύο επικρα-
τούσες τιμές, γιατί καθεμιά έχει συ-
χνότητα 3. Βλέπουμε εδώ ότι η επι-
κρατούσα τιμή μπορεί να μην είναι 
μοναδική. Όταν έχουμε δύο κορυ-
φές, η αντίστοιχη κατανομή συχνο-
τήτων λέγεται δικόρυφη (bimodal), 
ενώ όταν έχουμε πολλές κορυφές 
λέγεται πολυκόρυφη (multimodal). 
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δ) Όταν όλες οι παρατηρήσεις εί-
ναι διαφορετικές, τότε λέμε ότι δεν 
υπάρχει επικρατούσα τιμή. Έτσι, 
για τις παρατηρήσεις 0, 1, 2, 7, 8, 9 
δεν έχουμε επικρατούσα τιμή. 
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Επικρατούσα Τιμή σε Ομαδοποιη-
μένα Δεδομένα

Όταν έχουμε ομαδοποιημένα (πο-
σοτικά) δεδομένα σε ισοπλατείς 
κλάσεις, τότε βρίσκουμε πρώτα την 
επικρατούσα κλάση i, δηλαδή την 
κλάση με τη μεγαλύτερη συχνότητα. 
Υποθέτοντας, όπως έχουμε ήδη 
αναφέρει και προηγουμένως, ότι οι 
παρατηρήσεις στις κλάσεις κατανέ-
μονται ομοιόμορφα, η επικρατούσα 
τιμή προσδιορίζεται, όπως φαίνε-
ται στο παρακάτω σχήμα 14, ως η 
τετμημένη του σημείου τομής Ζ των 
ευθύγραμμων τμημάτων ΑΓ και ΒΔ. 
Στο σχήμα αυτό δίνεται η κορυφή 
για το ύψος των μαθητών του πίνα-
κα 9. Κατά προσέγγιση η κορυφή 
(επικρατέστερο ύψος) είναι  
Μ0 ≈ 173 cm. 
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Μέτρα Διασποράς

Στα προηγούμενα είδαμε ότι τα μέ-
τρα θέσης παρέχουν κάποια πλη-
ροφορία για την κατανομή ενός 
πληθυσμού. Αυτά όμως δεν επαρ-
κούν, για να περιγράψουν πλήρως 
την κατανομή, όπως διαπιστώσα-
με στην αρχή της § 2.3 συγκρίνο-
ντας τις βαθμολογίες των μαθητών 
δύο τμημάτων Α και Β στα σχήματα 
11(α), (β). 
Ενώ οι βαθμολογίες των δύο τμη-
μάτων Α και Β έχουν ίσες μέσες τι-
μές xΑ = xΒ = 15 και ίσες διαμέσους  
δΑ = δΒ = 15, είναι φανερό ότι οι κα-
τανομές τους διαφέρουν σημαντικά 
ως προς τη μεταβλητότητά τους. Οι 
βαθμοί του τμήματος Α είναι περισ-
σότερο ‘‘συγκεντρωμένοι” γύρω 
από τη μέση τιμή, ενώ, αντίθετα, οι 
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βαθμοί του τμήματος Β διασπείρο-
νται περισσότερο, έχουν δηλαδή 
μεγάλες αποκλίσεις γύρω από τη 
μέση τιμή τους. 
Παράλληλα λοιπόν με τα μέτρα θέ-
σης κρίνεται απαραίτητη και η εξέ-
ταση κάποιων μέτρων διασποράς 
ή μεταβλητότητας, δηλαδή μέτρων 
που εκφράζουν τις αποκλίσεις των 
τιμών μιας μεταβλητής γύρω από 
τα μέτρα κεντρικής τάσης. 
Τέτοια μέτρα λέγονται μέτρα δι-
ασποράς (measures of variation, 
dispersion measures). Τα σπου-
δαιότερα μέτρα διασποράς είναι το 
εύρος, η ενδοτεταρτημοριακή από-
κλιση, η διακύμανση και η τυπική 
απόκλιση. 
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α) Εύρος (R)

Το απλούστερο από τα μέτρα δια-
σποράς είναι το εύρος ή κύμανση 
(range) (R), που ορίζεται ως η δια-
φορά της ελάχιστης παρατήρησης 
από τη μέγιστη παρατήρηση, δηλα-
δή: 

Εύρος R = Μεγαλύτερη παρατή-
ρηση − Μικρότερη παρατήρηση

Έτσι, για τη βαθμολογία του τμήμα-
τος Α το εύρος είναι  
RΑ = 18 − 13 = 5, ενώ για το τμήμα 
RB = 20 − 10 = 10, τιμές που επιβε-
βαιώνουν ότι πράγματι στο τμήμα 
Β έχουμε μεγαλύτερη διασπορά 
βαθμολογίας παρά στο τμήμα Α. 
Όταν έχουμε ομαδοποιημένα δε-
δομένα, το εύρος δίνεται από τη 
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διαφορά του κατώτερου ορίου της 
πρώτης κλάσης από το ανώτερο 
όριο της τελευταίας κλάσης. Το εύ-
ρος των υψών των μαθητών του 
δείγματος στον πίνακα 9 είναι  
R = 192 − 156 = 36. Προφανώς, το 
εύρος σε ομαδοποιημένα δεδομένα 
μπορεί να διαφέρει ελαφρώς από 
τα αντίστοιχα δεδομένα πριν αυτά 
ομαδοποιηθούν. Για παράδειγμα, 
το εύρος των υψών στον πίνακα 8, 
πριν αυτά ομαδοποιηθούν, βρήκα-
με ότι είναι R = 191 − 156 = 35. 
Το εύρος είναι ένα αρκετά απλό μέ-
τρο, που υπολογίζεται εύκολα δε 
θεωρείται όμως αξιόπιστο μέτρο δι-
ασποράς, γιατί βασίζεται μόνο στις 
δυο ακραίες παρατηρήσεις.
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β) Ενδοτεταρτημοριακό Εύρος (Q)

Το ενδοτεταρτημοριακό εύρος 
(interquartile range) είναι η διαφο-
ρά του πρώτου τεταρτημορίου Q1 
από το τρίτο τεταρτημόριο Q3, δη-
λαδή: 

Q = Q3 − Q1

Στο μεταξύ τους διάστημα περιλαμ-
βάνεται το 50% των παρατηρήσεων. 
Επομένως όσο μικρότερο είναι 
αυτό το διάστημα, τόσο μεγαλύτερη 
θα είναι η συγκέντρωση των τιμών 
και άρα μικρότερη η διασπορά των 
τιμών της μεταβλητής. 
Από τα δεδομένα του σχήματος 13 
βρήκαμε κατά προσέγγιση Q1 = 168, 
Q3 = 178 επομένως το ενδοτεταρτη-
μοριακό εύρος είναι Q = 10. Δηλαδή 
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το 50% των μαθητών έχουν ύψος 
μεταξύ 168 και 178 cm. 

γ) Διακύμανση (s2)

Ένας άλλος τρόπος για να υπολο-
γίσουμε τη διασπορά των παρατη-
ρήσεων t1, t2, ..., tν μιας μεταβλητής 
Χ θα ήταν να αφαιρέσουμε τη μέση 
τιμή x από κάθε παρατήρηση και 
να βρούμε τον αριθμητικό μέσο των 
διαφορών αυτών, δηλαδή τον αριθ-
μό: 

(t x) (t x) ... (t x)
v

(t x)

v
1 v

i
i 1

v
∑− + −− ++ ++ −−

= .

−−
==2

Ο αριθμός όμως αυτός είναι ίσος με 
μηδέν, αφού
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(t x) (t x) ... (t x)

v

t t ... t

v
vx
v

x x 0.1 2 v 1−− ++ −− ++ + −
=

++ ++ ++
− = − =2 v

(t x) (t x) ... (t x)

v

t t ... t

v
vx
v

x x 0.1 2 v 1−− ++ −− ++ + −
=

++ ++ ++
− = − =2 v

Γι’ αυτό, ως ένα μέτρο διασποράς 
παίρνουμε τον μέσο όρο των τετρα-
γώνων των αποκλίσεων των ti από 
τη μέση τιμή τους x. Το μέτρο αυτό 
καλείται διακύμανση ή διασπορά 
(variance) και ορίζεται από τη σχέ-
ση

s 1
ν

(t x)2
i

2

i 1

ν
∑∑= −
=            

(1)

Ο τύπος αυτός αποδεικνύεται ότι 
μπορεί να πάρει την ισοδύναμη 
μορφή: 
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s t

t

v
2

i
2

i
i 1

v 2

i 1

v
∑

∑= −












=

=

1
ν

       

 
(2)

η οποία διευκολύνει σημαντικά τους 
υπολογισμούς κυρίως όταν η μέση 
τιμή x δεν είναι ακέραιος αριθμός. 
Όταν έχουμε πίνακα συχνοτήτων ή 
ομαδοποιημένα δεδομένα, η διακύ-
μανση ορίζεται από τη σχέση: 

s (x x) ν2
i

2
i

i 1

κ
∑∑= −
=

1
ν              

 (3)

ή την ισοδύναμη μορφή: 
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s x v

x v

v
.2

i
2

i

i i
i 1

κ 2

i 1

κ
∑

∑= −












=

=

1
ν

    

 (4)

όπου x1, x2, ..., xκ οι τιμές της μετα-
βλητής (ή τα κέντρα των κλάσεων) 
με αντίστοιχες συχνότητες ν1, ν2, ..., 
νκ.
Για παράδειγμα, η διακύμανση της 
βαθμολογίας των μαθητών του τμή-
ματος Α είναι σύμφωνα με την (1) 
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Ομοίως, η διακύμανση του ύψους 
των μαθητών για τα ομαδοποιημένα 
δεδομένα του πίνακα 9, υπολογίζε-
ται σύμφωνα με τον τύπο (3), όπως 
φαίνεται στον επόμενο πίνακα:  

Κλάσεις
[  -  )

Κεντρικές
τιμές xi

Συχνότητα
νi xi

2 xi νi x νi
2
i

156-162
162-168
168-174
174-180
180-186
186-192

159
165
171
177
183
189

  2
  8
12
11
  5
  2

25281
27225
29241
31329
33489
35721

  318
1320
2052
1942
  915
  378

50562
217800
350892
344619
167445
  71442

Σύνολο: ν = 40 — Σx νi i== 6930 Σx νi
2

i == 1202760
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δεδομένα του πίνακα 9, υπολογίζε-
ται σύμφωνα με τον τύπο (3), όπως 
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Επομένως: 

s 1
ν

x ν

x ν

ν
1

40 1202776 −
6930

40
53,42

i
2

i
i 1

κ
i i

i 1

κ 2

2
∑∑

∑∑
= −












== ==

=

=

s 1
ν

x ν

x ν

ν
1

40 1202776 −
6930

40
53,42

i
2

i
i 1

κ
i i

i 1

κ 2

2
∑∑

∑∑
= −












== ==

=

=

Εάν υπολογίσουμε τη διακύμανση 
από τα μη ομαδοποιημένα δεδομέ-
να του πίνακα 8, βρίσκουμε  
s2 = 50,9. Η διαφορά αυτή οφείλεται 
στην απώλεια πληροφορίας λόγω 
ομαδοποίησης των παρατηρήσε-
ων. 
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δ) Τυπική Απόκλιση (s)

Η διακύμανση είναι μια αξιόπι-
στη παράμετρος διασποράς, αλλά 
έχει ένα μειονέκτημα. Δεν εκφρά-
ζεται με τις μονάδες με τις οποίες 
εκφράζονται οι παρατηρήσεις. Για 
παράδειγμα, αν οι παρατηρήσεις 
εκφράζονται σε cm, η διακύμανση 
εκφράζεται σε cm2. Αν όμως πά-
ρουμε τη θετική τετραγωνική ρίζα 
της διακύμανσης, θα έχουμε ένα μέ-
τρο διασποράς που θα εκφράζεται 
με την ίδια μονάδα μέτρησης του 
χαρακτηριστικού, όπως ακριβώς 
είναι και όλα τα άλλα μέτρα θέσης, 
που εξετάσαμε έως τώρα. Η ποσό-
τητα αυτή λέγεται τυπική απόκλιση 
(standard deviation), συμβολίζεται 
με s και δίνεται από τη σχέση: 
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s s2==

Η τυπική απόκλιση για το ύψος των 
μαθητών του πίνακα 4 είναι από το 
προηγούμενο παράδειγμα 

s 53,4 7,3 cm== == , αν αυτή υπολο-
γιστεί από τα ομαδοποιημένα δεδο-
μένα του πίνακα 9, ή 
s 50,9 7,13 cm,== ==  αν υπολογιστεί 
από τα μη ομαδοποιημένα δεδομέ-
να του πίνακα 8. 
Αξίζει να σημειωθεί ότι αν η καμπύ-
λη συχνοτήτων για το χαρακτηρι-
στικό που εξετάζουμε είναι κανο-
νική ή περίπου κανονική, τότε η 
τυπική απόκλιση s έχει τις παρακά-
τω ιδιότητες: 
i) το 68% περίπου των παρατηρή-
σεων βρίσκεται στο διάστημα
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(x s, x s)−− ++
ii) το 95% περίπου των παρατηρή-
σεων βρίσκεται στο διάστημα

(x 2s, x 2s)−− ++
iii) το 99,7% περίπου των παρατη-
ρήσεων βρίσκεται στο διάστημα

(x 3s, x 3s)−− ++
iv) το εύρος ισούται περίπου με έξι 
τυπικές αποκλίσεις, δηλαδή R ≈ 6s. 
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Συντελεστής Mεταβολής (CV)

Έστω ότι από ένα δείγμα είκοσι μα-
θητών της Α΄ Γυμνασίου βρήκαμε 
μέσο βάρος xΑ = 40 kgr και τυπική 
απόκλιση sΑ = 6 kgr, ενώ από ένα 
δεύτερο δείγμα τριάντα μαθητών  
της Γ΄ Λυκείου βρήκαμε μέσο βάρος 
xB = 75 kgr και τυπική απόκλιση  
sB = 6 kgr. Όπως αντιλαμβανόμα-
στε, είναι λάθος να πούμε ότι το βά-
ρος των μαθητών του Λυκείου έχει 
τον ίδιο βαθμό μεταβλητότητας με 
το βάρος των μαθητών του Γυμνασί-
ου, καθόσον η βαρύτητα που έχουν 
τα 6 kgr στο μέσο βάρος των 40 kgr 
είναι διαφορετική από αυτήν που 
έχουν στο μέσο βάρος των 75 kgr. 
Ακόμη, ας υποθέσουμε ότι ο μέσος 
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μισθός των υψηλόβαθμων υπαλλή-
λων μιας εταιρείας Α είναι 
 xΑ = 2.500 € με τυπική απόκλιση 
sΑ = 420 €, ενώ για τους υπαλλή
λους μιας εταιρείας Β είναι  
xΒ = 1.400 $ με τυπική απόκλιση 
sΒ = 350 $. Στην περίπτωση αυτή 
έχουμε διαφορετικές μονάδες μέ-
τρησης του μισθού, επομένως οι 
διασπορές των παρατηρήσεων δεν 
είναι άμεσα συγκρίσιμες. 
Ένα μέτρο με το οποίο μπορούμε 
να ξεπεράσουμε τις παραπάνω δυ-
σκολίες και το οποίο μας βοηθά στη 
σύγκριση ομάδων τιμών, που είτε 
εκφράζονται σε διαφορετικές μονά-
δες μέτρησης είτε εκφράζονται στην 
ίδια μονάδα μέτρησης, αλλά έχουν 
σημαντικά διαφορετικές μέσες τιμές, 
είναι ο συντελεστής μεταβολής 
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ή συντελεστής μεταβλητότητας 
(coefficient of variation), ο οποίος 
για x  ≠ 0 ορίζεται από το λόγο: 

CV = τυπική απόκλιση
μέση τιμή

s
x

=

Αν x  < 0, τότε αντί της x  χρησιμο-
ποιούμε την |x |.
Ο συντελεστής μεταβολής είναι 
ανεξάρτητος από τις μονάδες μέ-
τρησης, εκφράζεται επί τοις εκατό 
και παριστάνει ένα μέτρο σχετικής 
διασποράς των τιμών και όχι της 
απόλυτης διασποράς, όπως έχουμε 
δει έως τώρα. 
Για το πρώτο παράδειγμα του βά-
ρους έχουμε συντελεστή μεταβολής 
για τις δύο ομάδες μαθητών: 
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CVΑ

sΑ
xΑ

= =
6
40

CVΒ

sΒ

xΒ
= = =

6
75 0,08 = 8%

= 0,15 = 15% και

δηλαδή, ο βαθμός διασποράς του 
βάρους των μαθητών Γυμνασίου εί-
ναι μεγαλύτερος από το βαθμό δι-
ασποράς του βάρους των μαθητών 
Λυκείου (για τα συγκεκριμένα δείγ-
ματα). 
Ανάλογα συμπεράσματα βγάζου-
με και για το δεύτερο παράδειγμα, 
όπου βρίσκουμε CVA = 16,8% και  
CVB = 25%. Παρ’ όλο που η τυπική 
απόκλιση των μισθών στην εται-
ρεία Α είναι μεγαλύτερη από την 
τυπική απόκλιση στην εταιρεία Β, 
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ο συντελεστής μεταβολής δίνει με-
γαλύτερη σχετική διασπορά στην 
εταιρεία Β. Αυτό μεταφράζεται στο 
να λέμε ότι έχουμε μεγαλύτερη 
ομοιογένεια μισθών στην εταιρεία 
Α παρά στη Β. 
Γενικά δεχόμαστε ότι ένα δείγμα τι-
μών μιας μεταβλητής θα είναι ομοι-
ογενές, εάν ο συντελεστής μεταβο-
λής δεν ξεπερνά το 10%.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.	�Ο παρακάτω πίνακας συχνο-
τήτων δίνει την κατανομή του 
χρόνου Χ (σε sec) 60 μαθητών 
που χρειάστηκαν, για να τρέ-
ξουν μια δεδομένη απόσταση. 
Να υπολογιστούν: 
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α)	�ο μέσος, ο διάμεσος και ο επι-
κρατέστερος χρόνος για την 
κάλυψη της συγκεκριμένης 
απόστασης, 

β)	�η τυπική απόκλιση, 
γ)	�σε πόσο χρόνο από της στιγμή 

της εκκίνησης κάλυψε την από-
σταση το 25% των μαθητών.

xi vi
50
55
60
65
70
75
80

  4
  6
  8
12
14
10
  6
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Επομένως, ο μέσος χρόνος για την 
κάλυψη της συγκεκριμένης από-
στασης είναι:

∑∑
= = ≈x

x v
v

4000
60 66,67 sec.i i

•    Έχουμε ν = 60 παρατηρήσεις σε 
αύξουσα σειρά, άρα η διάμεσος εί-
ναι ο μέσος όρος της 30ής και 31ης 
παρατήρησης, δηλαδή ο μέσος 
όρος των παρατηρήσεων 65 και 70, 

άρα  == ++ ==δ 65 70
2

67,5 sec.

•  Η επικρατούσα τιμή είναι η τιμή 
με τη μεγαλύτερη συχνότητα, άρα 
Μ0 = 70 sec.

β) Για τον υπολογισμό της τυπικής 
απόκλισης είναι προτιμότερο να 
εφαρμόσουμε τη σχέση (4), μιας και 
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η μέση τιμή δεν είναι ακέραιος αριθ-
μός. 
Με βάση τον παραπάνω πίνακα η 
διακύμανση της μεταβλητής Χ είναι:

∑∑
∑∑

(( ))
= − = − ==s 1
v

x v
x v

v
1
60

270900 4000
60

70,56 sec2
i
2
i

i i
2

2
2

	∑∑
∑∑

(( ))
= − = − ==s 1
v

x v
x v

v
1
60

270900 4000
60

70,56 sec2
i
2
i

i i
2

2
2

και η τυπική απόκλιση 
== ==s 70,56 8,4 sec.

γ) Θέλουμε να υπολογίσουμε το 
πρώτο τεταρτημόριο, Q1. Αριστε-
ρά της διαμέσου δ = 67,5 έχουμε 
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30 παρατηρήσεις. Η διάμεσος αυ-
τών των 30 πρώτων παρατηρήσε-
ων είναι το ημιάθροισμα της 15ης 
και 16ης παρατήρησης, δηλαδή 

== =Q
(60 + 60)

2
60sec1 . Δηλαδή, 

ύστερα από μία ώρα από τη στιγμή 
της εκκίνησης το 25% των μαθητών 
κάλυψαν τη συγκεκριμένη απόστα-
ση. 

2. Να αποδειχτεί ότι η συνάρτηση

∑∑= − = − ++ −− + + −−
==

f(λ) (x λ) (x λ) (x λ) ... (x λ)i
2

1
2

i 1

v

2
2

v
2

∑∑= − = − ++ −− + + −−
==

f(λ) (x λ) (x λ) (x λ) ... (x λ)i
2

1
2

i 1

v

2
2

v
2

γίνεται ελάχιστη, όταν λ = x .
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ΛΥΣΗ

Λαμβάνοντας την πρώτη παράγω-
γο της f(λ), βρίσκουμε f′(λ) =  
= −2(x1 − λ) − 2(x2 − λ) − ... −2(xν − λ).
Έχουμε διαδοχικά: 

f′(λ) = 0

x1 − λ + x2 − λ + ... + xν − λ = 0

x1 + x2 + ... + xν − νλ = 0

==
++ ++ ++

==λ
x x ... x

ν x.1 2 ν

Η δεύτερη παράγωγος της f(λ) εί-
ναι: 

= + ++ ++ ==f′′(λ) 2 2 ... 2 2ν
ν
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και επειδή f′′(x) = 2v > 0, συνεπάγε-
ται ότι για λ = x  η f(λ) γίνεται ελάχι-
στη.

3. Έστω x1, x2, ..., xν ν παρατη-
ρήσεις με μέση τιμή x  και τυπική 
απόκλιση sx. 
α) �Αν y1, y2, ..., yν είναι οι παρα-

τηρήσεις που προκύπτουν αν 
προσθέσουμε σε καθεμιά από 
τις x1, x2, ..., xν μια σταθερά c, 
να δειχτεί ότι: 

i)   y = x  + c            ii) sy = sx
β) �Αν y1, y2, ..., yν είναι οι παρα-

τηρήσεις που προκύπτουν αν 
πολλαπλασιάσουμε τις x1, x2, 
..., xν επί μια σταθερά c, να 
αποδειχτεί ότι: 

i)   y = c x  , 		 ii) sy = |c|sx

22-0088_l_c_math_bm_83-117_28b.indd   67 18/09/2017   09:58



68 / 99

Α
Π

Ο
Δ

ΕΙ
Ξ

Η

α)
 Έ

χο
υμ

ε 
y i

 =
 x

i +
 c

, i
 =

 1
, 2

,..
., 

ν 
επ

ομ
έν

ω
ς:

 

	
i) 

==
+

+
++

==
=

++
++

++
++

+
+

y
y

y
...

y
v

x
c

x
c

...
x

c
v

1
2

v
1

2
v

		


		


==
++

++
++

+
x

x
...

x
v

vc v
= 

x 
+ 

c.
1

2
v

	
ii)

 
==

=
−−

++
−−

++
+

−
s

(y
y)

(y
y)

...
(y

y)
v

y2
1

2
2

2
v

2

	
    

==
=

++
−−

−−
++

++
−−

−−
++

++
++

−−
−−

(x
c

x
c)

(x
c

x
c)

...
(x

c
x

c)
v

1
2

2
2

v
2

22-0088_l_c_math_bm_83-117_28b.indd   68 18/09/2017   09:58



69 / 99

	
   

 ==
−−

++
−−

++
++

−−
==

(x
x)

(x
x)

...
(x

x)
v

s
.

1
2

2
2

v
2

x2

Ά
ρα

 κ
αι

 s
y 

= 
s x

.

β)
 Έ

χο
υμ

ε 
y i

 =
 c

x i
, i

 =
 1

, 2
, .

..,
 ν

, ε
π

ομ
έν

ω
ς:

 

	
i) 

==
=

++
++

++
==

++
++

++
y

y
y

...
y

v
cx

cx
...

cx
v

1
2

v
1

2
v

		


==
+

+
+

==
c

x
x

...
x

v
cx

1
2

v

22-0088_l_c_math_bm_83-117_28b.indd   69 18/09/2017   09:58



70 / 99

	
ii)

 
==

=
−−

++
−−

++
++

−−
s

(y
y)

(y
y)

...
(y

y)
v

y2
1

2
2

2
v

2

		


==
=

−−
++

−−
++

++
−−

(c
x

cx
)

(c
x

cx
)

...
(c

x
cx

)

v
1

2
2

2
v

2

		


 ==
−−

++
−−

++
++

−−
==

c
[(x

x)
(x

x)
...

(x
x)

]
v

c
s

2
1

2
2

2
v

2
2

x2

Ά
ρα

 κ
αι

 s
y 

= 
|c

|s
x.

22-0088_l_c_math_bm_83-117_28b.indd   70 18/09/2017   09:58



71 / 100

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.	� Έξι διαδοχικοί άρτιοι αριθμοί 
έχουν μέση τιμή 15. Να βρείτε 
τους αριθμούς και τη διάμεσό 
τους. 

2.	� Έχουμε ένα δείγμα ν = 10 πα-
ρατηρήσεων, όπου κάθε πα-
ρατήρηση μπορεί να είναι 1, 2 
ή 3. Είναι δυνατό η μέση τιμή 
να είναι α) 1 β) 4 γ) 1,8; 

3.	� Ένας επενδυτής επένδυσε το 
ίδιο ποσό χρημάτων σε 8 δια-
φορετικές μετοχές στο χρημα-
τιστήριο. Κατά τη διάρκεια του 
περασμένου έτους οι μετοχές 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
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είχαν τις παρακάτω εκατοστι-
αίες μεταβολές στην αξία τους:  
5, 16, −10, 0, 27, 14, −20, 34. 
Να βρεθεί η μέση εκατοστιαία 
απόδοση της επένδυσης. 

4.	� Το μέσο ύψος 9 καλαθοσφαιρι-
στών μιας ομάδας είναι  
205 cm.  
α) �Για να “ψηλώσει” την ομά-

δα ο προπονητής πήρε 
έναν ακόμη παίκτη με ύψος 
216 cm. Ποιο είναι το μέσο 
ύψος της ομάδας τώρα; 

	 β) �Εάν ήθελε να “ψηλώσει” 
την ομάδα στα 208 cm, 
πόσο ύψος έπρεπε να έχει 
ο καλαθοσφαιριστής που 
πήρε; 
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5.	� Η μέση ηλικία 18 αγοριών και 
12 κοριτσιών μιας τάξης είναι 
15,4 χρόνια. Εάν η μέση ηλικία 
των αγοριών είναι 15,8 χρόνια, 
να βρείτε τη μέση ηλικία των 
κοριτσιών. 

6.	� Σε μια κάλπη υπάρχουν 
άσπρες, μαύρες, κόκκινες και 
πράσινες μπάλες σε αναλογία 
10%, 20%, 30% και 40% αντί-
στοιχα. Μια άσπρη μπάλα έχει 
βάρος 10 gr, μια μαύρη 11 gr, 
μια κόκκινη 12 gr και μια πρά-
σινη 13 gr. Nα βρείτε τη μέση 
τιμή, τη διάμεσο και την επι-
κρατούσα τιμή του βάρους για 
όλες τις μπάλες, αν ξέρουμε 
ότι στην κάλπη υπάρχουν  
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α) 10 μπάλες, β) 20 μπάλες,  
γ) δε γνωρίζουμε πόσες μπά-
λες υπάρχουν στην κάλπη. 

7.	� Η επίδοση ενός μαθητή σε πέ-
ντε μαθήματα είναι 12, 10, 16, 
18, 14.  
α) Να βρείτε τη μέση επίδοση.  
β) �Αν τα μαθήματα είχαν συ-

ντελεστές στάθμισης 2, 3, 1, 
1 και 3, ποια θα ήταν η μέση 
επίδοση; Σε ποια μαθήματα 
έπρεπε να δώσει ιδιαίτερη 
προσοχή ο μαθητής; 

8.	� Μία εταιρεία απασχολεί 5 
υπαλλήλους στο Τμήμα Α με 
μέσο (μηνιαίο) μισθό 1249 
ευρώ, 6 υπαλλήλους στο 
Τμήμα Β με μέσο μισθό 1280 
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ευρώ, και 4 υπαλλήλους στο 
Τμήμα Γ με μέσο μισθό 1360 
ευρώ. Ποιος είναι ο μέσος μι-
σθός όλων των υπαλλήλων;

9.	� Η μέση τιμή και η διάμεσος 
πέντε αριθμών είναι 6. Οι 
τρεις από αυτούς είναι οι 5, 8, 
9. Να βρείτε τους άλλους δύο.

10.	� Στον παρακάτω πίνακα δίνο-
νται οι τιμές μιας μεταβλητής 
Χ με τις αντίστοιχες συχνότη-
τές τους. Η πέμπτη συχνότη-
τα χάθηκε! Μπορείτε να την 
“ανακαλύψετε”, εάν γνωρίζε-
τε ότι 
α) η μέση τιμή είναι 4,4, 
β) η διάμεσος είναι το 4,5,
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γ) υπάρχουν δύο επικρατούσες 
τιμές;

xi νi
2
3
4
5
6
7

1
3
1
2
;
1

11.	� Για την κατανομή του βαθμού 
των Μαθηματικών της Β΄ τά-
ξης των 40 μαθητών και μα-
θητριών της Γ΄ Λυκείου του 
πίνακα 4 να βρείτε: 
α) τη μέση τιμή, 
β) τη διάμεσο, 
γ) την επικρατούσα τιμή, 
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δ) �το πρώτο και το τρίτο τε-
ταρτημόριο και να ερμη-
νεύσετε τα αποτελέσματα.

12.	� Ο παρακάτω πίνακας δίνει 
τον αριθμό των επισκέψεων 
40 μαθητών σε διάφορα μου-
σεία της χώρας κατά τη διάρ-
κεια ενός έτους. 

Επισκέψεις Συχνότητα

[0-2)
2-4
4-6
6-8

8-10

8
12
10
6
4

	� Να υπολογιστούν: 
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α) η μέση τιμή, 
β) η επικρατούσα τιμή, 
γ) η διάμεσος, 
δ) το πρώτο και τρίτο τεταρ-
τημόριο.

13. �Το μέσο ύψος των 30 μαθη-
τών και μαθητριών μιας τάξης 
είναι 170 cm. Ποιο θα είναι το 
μέσο ύψος της τάξης: 
α) �αν φύγει ένας μαθητής με 

ύψος 180 cm,
	 β) �αν έρθει μια νέα μαθήτρια 

με ύψος 170 cm,
	 γ) �αν φύγει ένας μαθητής με 

ύψος 180 cm και έλθει μια 
μαθήτρια με ύψος 170 cm; 

14. 	�Καθεμία από τις παρακά-
τω λίστες δεδομένων έχουν 
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μέση τιμή 50. 
α) �Σε ποια λίστα υπάρχει (i) 

μεγαλύτερη (ii) μικρότερη 
διασπορά παρατηρήσεων; 
(Να μη γίνουν πράξεις).

0, 20, 40, 50, 60, 80, 100
0, 48, 49, 50, 51, 52, 100
0, 1, 2, 50, 98, 99, 100.

	 β) �Μπορεί να χρησιμοποιηθεί 
για σύγκριση των δεδομέ-
νων αυτών το εύρος;

15.	� Η βαθμολογία δέκα μαθητών 
σε ένα διαγώνισμα ήταν: 7, 
11, 10, 13, 15, 3, 12, 11, 4, 14. 
Να υπολογίσετε: 
α) τη μέση τιμή, την επικρα-
τούσα τιμή και τη διάμεσο, 
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�β) τα Q1 και Q3, 
γ) �το εύρος, την τυπική από-

κλιση και το συντελεστή 
μεταβολής.

16. �Να υπολογιστεί η τυπική 
απόκλιση των δεδομένων 
της άσκησης 12.

17. �Ο μέσος χρόνος που χρειάζο-
νται οι μαθητές ενός σχολείου 
να πάνε το πρωί από το σπί-
τι τους μέχρι το σχολείο είναι 
10 λεπτά με τυπική απόκλι-
ση 2 λεπτά. Υποθέτοντας ότι 
έχουμε περίπου κανονική κα-
τανομή, να βρείτε κατά προ-
σέγγιση το ποσοστό των μα-
θητών που χρειάζονται: 
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α) κάτω από 8 λεπτά	  
β) πάνω από 14 λεπτά 
γ) το πολύ 10 λεπτά 
δ) �από 6 έως 12 λεπτά  

για να πάνε στο σχολείο 
τους.

18.	� Να υπολογίσετε τη μέση τιμή 
και τη διάμεσο για τα παρα-
κάτω δείγματα δεδομένων 
και να σχολιάσετε τα αποτε-
λέσματα: 
α)	 1   2   6

	 β) 	2   4   12 
	 γ)	 11   12   16
	 δ) 	12   14   22.
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19.	� Να υπολογίσετε τη διακύμαν-
ση και την τυπική απόκλιση 
για καθεμιά από τις παρα-
κάτω λίστες δεδομένων. Συ-
γκρίνοντας τα δεδομένα και 
τα αποτελέσματα τι συμπέρα-
σμα βγάζετε;

	 α) 	1,   3,   4,	   5,   7	
	 β) 	3,	   9,   12,	   15,	   21
	 γ) 	6,   8,   9,   10,   12
	 δ)	 −1,   −3,   −4,   −5,   −7.

20.	� Οι μαθητές του Γ2 ξόδεψαν 
ετησίως κατά μέσο όρο 625 
ευρώ αγοράζοντας διάφορα 
τρόφιμα από το κυλικείο του 
σχολείου. Εάν ο συντελεστής 
μεταβολής είναι 27,2%, να 
βρείτε την τυπική απόκλιση. 
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Εάν επιπλέον γνωρίζετε ότι 

το ∑∑ ==x 11.746.700i
2 , πόσοι 

είναι οι μαθητές του Γ2;

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.	� Η βαθμολογία 50 μαθητών 
στην Ιστορία κυμαίνεται από 
10 μέχρι 20 (κανένας δεν είναι 
κάτω από τη βάση). Γνωρί-
ζουμε επίσης ότι πέντε μαθη-
τές έχουν βαθμό κάτω από 12, 
δεκαπέντε κάτω από 14, πέ-
ντε μεγαλύτερο ή ίσο του 18 
και δεκαπέντε μεγαλύτερο ή 
ίσο του 16.

 

22-0088_l_c_math_bm_83-117_28b.indd   83 18/09/2017   09:58



84 / 103

	 α) �Να παρασταθούν τα δεδο-
μένα σε έναν πίνακα συ-
χνοτήτων.

	 β) �Να υπολογίσετε: i) τη μέση 
τιμή, ii) τη διάμεσο.

	 γ) �Εάν στο 5% των μαθητών 
με την καλύτερη επίδοση 
δοθεί έπαινος, πόσο βαθμό 
πρέπει να έχει κάποιος μα-
θητής για να πάρει έπαινο;

2.	� Η μέση τιμή και η διακύμανση 
των 5 τιμών ενός δείγματος 
είναι x  = 4 και s2 = 10, αντί-
στοιχα. Εάν, για τις τέσσερις 

τιμές ισχύει ∑∑ − =
==

(x x) 14i
2

i 1

4
, να 

βρεθεί η πέμπτη τιμή.
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3.	� Ένας μαθητής αγόρασε 10 
βιβλία που κόστιζαν χωρίς 
Φ.Π.Α. 15, 9, 6, 18, 21, 6, 18, 
27, 9, 12 ευρώ αντίστοιχα.

	 α) �Ποια είναι η μέση, η διάμε-
ση και η επικρατούσα αξία 
(τιμή) των βιβλίων;

	 β) �Πώς μεταβάλλονται οι απα-
ντήσεις του ερωτήματος 
(α), αν προσθέσουμε και το 
Φ.Π.Α., που είναι 18%;

	 γ) �Αν ο μαθητής πληρώσει 
επί πλέον 0,3 ευρώ (χωρίς 
Φ.Π.Α.) για το ντύσιμο κάθε 
βιβλίου, πώς διαμορφώ-
νονται τώρα οι απαντήσεις 
στο ερώτημα (β);
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4.	� Να δείξετε ότι εάν από όλες 
τις τιμές 0, 2, 4, 6, 8, 10 και 12 
ενός δείγματος αφαιρέσου-
με τη μέση τιμή τους και διαι-
ρέσουμε με την τυπική τους 
απόκλιση, τότε οι τιμές που 
θα προκύψουν θα έχουν μέση 
τιμή 0 και διασπορά 1. 

5.	� Στο παρακάτω σχήμα φαίνο-
νται τα ύψη των πωλήσεων 
σε χιλιάδες ευρώ που έγιναν 
από τους πωλητές μιας εται-
ρείας κατά τη διάρκεια ενός 
έτους.
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14
12
10
8
6
4
2
0

Aριθμός
πωλητών

πωλήσεις σε χιλ. ευρώ
0 2 4 6 8 10 12 14

	 α) �Πόσοι είναι οι πωλητές; 
	 β) �Πόσοι πωλητές έκαναν 

πωλήσεις πάνω από 5 χι-
λιάδες ευρώ; 

	 γ) �Να βρεθεί η επικρατούσα 
τιμή των πωλήσεων. 

	 δ) �Να κατασκευάσετε τον πί-
νακα συχνοτήτων και να 
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υπολογίσετε τη μέση τιμή 
και τη διακύμανση.

	 ε) �Από το πολύγωνο αθροι-
στικών σχετικών συχνοτή-
των να εκτιμήσετε τα τρία 
τεταρτημόρια Q1, Q2, Q3.

6.	 �Στον παρακάτω πίνακα δίνε-
ται η κατανομή της ηλικίας των 
ατόμων μιας πόλης. Να υπο-
λογίσετε:

	 α) �Την τυπική απόκλιση και 
το συντελεστή μεταβολής.

	 β) �Το ενδοτεταρτημοριακό εύ-
ρος.
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Ηλικία
(σε έτη)

Συχνότητα
(σε χιλιάδες)

  0-20
20-40
40-60
60-80

  80-100

12
14
20
10
  4

7.	� Από τη Στατιστική της Φυ-
σικής Κίνησης Πληθυσμού 
της Ελλάδας οι θάνατοι λόγω 
υπερτασικής νόσου το 1995 
δίνονται στον παρακάτω πί-
νακα (ΕΣΥΕ):

	� Να κατασκευάσετε στο ίδιο 
σχήμα τα πολύγωνα αθροι-
στικών σχετικών συχνοτήτων 
για την ηλικία ανδρών και  

22-0088_l_c_math_bm_83-117_28b.indd   89 18/09/2017   09:58



90 / 104

γυναικών, αντίστοιχα, που 
πέθαναν από υπερτασική 
νόσο το 1995, και στη συνέ-
χεια να τα συγκρίνετε.

Θάνατοι

Ηλικία Άνδρες Γυναίκες

50-54
55-59
60-64
65-69
70-74
75-79
80-84
85-89

  10
  10
  17
  36
  44
  73
117
123

  7
  4

  21
  57
  61
109
162
195
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2.4 �ΓΡΑΜΜΙΚΗ  
ΠΑΛΙΝΔΡΟΜΗΣΗ

Εισαγωγή

Στα διάφορα προβλήματα που εξε-
τάσαμε έως τώρα στη Στατιστική 
ασχοληθήκαμε κάθε φορά με μία 
μόνο μεταβλητή (ξεχωριστά), π.χ. 
με το βάρος, με το ύψος, με την επί-
δοση μαθητών κτλ. Για καθεμιά με-
μονωμένη μεταβλητή αρκεστήκαμε 
στη μελέτη της κατανομής συχνο-
τήτων, στον υπολογισμό διάφορων 
μέτρων όπως μέση τιμή, διάμεσος, 
διακύμανση κτλ. Σε αρκετές όμως 
περιπτώσεις εξίσου ενδιαφέρουσα 
είναι και η ταυτόχρονη μελέτη δύο ή 
περισσότερων μεταβλητών, για να 
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προσδιορίσουμε με ποιο τρόπο οι 
μεταβλητές αυτές σχετίζονται μετα-
ξύ τους. Για παράδειγμα:
α) �Η ηλικία και το βάρος ενός παι-

διού έχουν κάποια θετική εξάρ-
τηση (συσχέτιση) μεταξύ τους με 
την έννοια ότι όσο πιο μεγάλο εί-
ναι το παιδί τόσο μεγαλύτερο βά-
ρος θα έχει.

β) �Η διάρκεια ζωής των ζώντων ορ-
γανισμών σε μια περιοχή και το 
ποσοστό μόλυνσης της περιο-
χής έχουν αρνητική εξάρτηση με-
ταξύ τους, με την έννοια ότι όσο 
πιο μεγάλο είναι το ποσοστό 
μόλυνσης της περιοχής τόσο μι-
κρότερη είναι η διάρκεια ζωής 
των οργανισμών που ζουν στην 
περιοχή.
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γ) �Όσο μεγαλύτερη (μέχρι ένα ανώ-
τερο όριο) είναι η περιεκτικότη-
τα σε φθόριο στο πόσιμο νερό, 
τόσο μικρότερες είναι οι περι-
πτώσεις στη φθορά των δοντιών 
των μικρών παιδιών.

δ) �Η συνολική παραγωγή καλαμπο-
κιού εξαρτάται από τη θέση του 
χωραφιού, από την ποσότητα 
λιπάσματος, από την επίδραση 
της θερμοκρασίας, της υγρασίας 
κτλ.

ε) �Το ύψος των αποδοχών των 
υπαλλήλων μιας εταιρείας δεν 
εξαρτάται από το βάρος τους.

Έτσι λοιπόν είναι ενδιαφέρον να 
εξεταστούν οι επιδράσεις που κά-
ποιες μεταβλητές ασκούν σε κά-
ποιες άλλες μεταβλητές. Η ύπαρξη 
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μιας συναρτησιακής σχέσης (εξί-
σωσης) μεταξύ των μεταβλητών 
μπορεί να είναι εξαιρετικά πολύτιμη 
για την πρόβλεψη των τιμών μιας 
μεταβλητής από τις γνώσεις που 
διαθέτουμε για τις άλλες μεταβλη-
τές, όταν ισχύουν κάποιες συγκε-
κριμένες συνθήκες. 
Ο κλάδος της Στατιστικής που εξε-
τάζει τη σχέση μεταξύ δύο ή περισ-
σότερων μεταβλητών με απώτερο 
σκοπό την πρόβλεψη μιας απ’ αυ-
τές μέσω των άλλων χαρακτηρίζε-
ται με την ονομασία ανάλυση πα-
λινδρόμησης (regression analysis). 
Ιστορικά, ο όρος “regression” χρη-
σιμοποιήθηκε για πρώτη φορά από 
τον Άγγλο ανθρωπολόγο Galton 
(1822-1911) το 1885. Με τη μελέτη 
του ύψους των παιδιών σε σχέση 
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με το ύψος των γονέων διαπιστώ-
θηκε ότι παιδιά ψηλών γονέων 
τείνουν, κατά μέσο όρο, να είναι 
κοντύτερα των γονιών τους, ενώ 
παιδιά κοντών γονέων τείνουν, 
κατά μέσο όρο, να γίνονται ψηλότε-
ρα των γονιών τους. 

Απλή Γραμμική Παλινδρόμηση

Η απλούστερη περίπτωση πα-
λινδρόμησης είναι η απλή γραμ
μική παλινδρόμηση (simple linear 
regression), κατά την οποία υπάρ-
χει μόνο μια ανεξάρτητη μετα-
βλητή X (independent or input 
variable), και η εξαρτημένη μετα-
βλητή Y (dependent or response 
variable), η οποία μπορεί να προ-
σεγγιστεί ικανοποιητικά από μία 
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γραμμική συνάρτηση του X. Η πε-
ρίπτωση αυτή εμφανίζεται τόσο σε 
πειραματικές όσο και σε μη πειρα-
ματικές μελέτες. Στις πειραματικές 
μελέτες ο ερευνητής καθορίζει, για 
παράδειγμα, από πριν τις δόσεις 
ενός φαρμάκου (ανεξάρτητη μετα-
βλητή) που δίνει στα πειραματό-
ζωα και μετρά τις αντιδράσεις τους 
(εξαρτημένη μεταβλητή). Με την πα-
λινδρόμηση ενδιαφέρεται να προσ-
διορίσει μία σχέση δόσης-αντίδρα-
σης για το συγκεκριμένο φάρμακο. 
Στις μη πειραματικές μελέτες ή δειγ-
ματοληψίες, γίνονται μετρήσεις σε 
δύο χαρακτηριστικά (μεταβλητές) 
για κάθε άτομο (μονάδα) του δείγμα-
τος. Σε ένα δείγμα 10 μαθητών με-
τράμε, για παράδειγμα, το βάρος 
και το ύψος τους. Η διάκριση εδώ 
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μεταξύ ανεξάρτητης και εξαρτημέ-
νης μεταβλητής είναι δύσκολη. Αν 
αυτό που μας ενδιαφέρει είναι το “τι 
συμβαίνει με το βάρος των παιδιών 
όταν αλλάζει το ύψος τους”, τότε θε-
ωρούμε ως ανεξάρτητη μεταβλητή 
X το ύψος και ως εξαρτημένη μετα-
βλητή Y το βάρος. Οπότε, ενδιαφε-
ρόμαστε για την παλινδρόμηση του 
βάρους (Y) πάνω στο ύψος (X). 
Αντίθετα, αν μας ενδιαφέρει το “τι 
συμβαίνει με το ύψος των παιδιών 
όταν αλλάζει το βάρος τους”, τότε 
θεωρούμε ως ανεξάρτητη μεταβλη-
τή Χ το βάρος και ως εξαρτημένη με-
ταβλητή Υ το ύψος. Τότε έχουμε πα-
λινδρόμηση του ύψους (Υ) πάνω 
στο βάρος (Χ).
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Διάγραμμα Διασποράς

Ο παρακάτω πίνακας 10 δίνει τα 
ύψη X (σε cm) και τα βάρη Y (σε kg) 
των 18 αγοριών της Γ΄ Λυκείου του 
πίνακα 4. Οι τιμές του ύψους δίνο-
νται σε αύξουσα σειρά.
Πίνακας 10
Λίστα υψών (σε cm) και βαρών (σε 
kg) των 18 αγοριών του πίνακα 4. 
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Μαθη-
τής

Ύψος
X

Βά-
ρος
Y

Μαθη-
τής

Ύψος
X

Βά-
ρος
Y

Α
Β
Γ
Δ
Ε
Ζ
Η
Θ
Ι

170
172
173
175
176
177
178
178
178

58
60
67
72
65
81
73
74
73

Κ
Λ
Μ
Ν
Ξ
Ο
Π
Ρ
Σ

178
179
180
180
180
180
182
187
191

68
76
68
80
70
85
71
85
86

Στο παράδειγμα αυτό έχουμε την 
περίπτωση όπου σε κάθε άτομο 
(μαθητή) γίνονται δύο μετρήσεις. 
Δηλαδή το δείγμα αποτελείται από 
τα ζεύγη τιμών των συνεχών μετα-
βλητών X (ύψος) και Y (βάρος).
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Αν παραστήσουμε τα ζεύγη (x, y) 
των παρατηρήσεων σε ένα σύστη-
μα ορθογώνιων αξόνων, παρατη-
ρούμε ότι προκύπτει μία “διασπο-
ρά” των σημείων που αντιστοιχούν 
στους μαθητές που εξετάζουμε. 
Η παράσταση αυτή των σημείων 
καλείται διάγραμμα διασποράς 
(scatter diagram), βλέπε σχήμα 16.
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Η προσεκτική παρατήρηση ενός δι-
αγράμματος διασποράς μπορεί να 
μας δώσει σημαντικές πληροφορί-
ες για τη σχέση εξάρτησης που εν-
δεχομένως υπάρχει μεταξύ των με-
ταβλητών τις οποίες εξετάζουμε. Η 
πείρα μας λέει ότι υπάρχει κάποια 
σχέση μεταξύ του ύψους και του βά-
ρους κάθε μαθητή. Στο παράδειγμα 
αυτό το διάγραμμα διασποράς δεί-
χνει, γενικά, ότι οι ψηλοί μαθητές 
είναι συνήθως και πιο βαρείς. Για 
παράδειγμα, ο Ν είναι ψηλότερος 
και βαρύτερος από τον Κ, ο Π είναι 
ψηλότερος και βαρύτερος από τον 
Κ, αλλά υπάρχουν και εξαιρέσεις, 
όπως ο Π είναι ψηλότερος από τον 
Ν αλλά ο Ν είναι βαρύτερος από 
τον Π.
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Ευθεία Παλινδρόμησης

Από το διάγραμμα διασποράς του 
προηγούμενου παραδείγματος φαί-
νεται καθαρά ότι υπάρχει μία σχέση 
ανάμεσα στο ύψος Χ και το βάρος 
Υ των 18 αγοριών της Γ΄ Λυκείου. 
Τα σημεία (x, y) είναι συγκεντρωμέ-
να περίπου γύρω από μία ευθεία, 
δηλαδή η σχέση μεταξύ των X και 
Y είναι κατά προσέγγιση γραμμική. 
Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, μπο-
ρούμε να θεωρήσουμε τη μία μετα-
βλητή ως ανεξάρτητη μεταβλητή και 
την άλλη ως εξαρτημένη. Εδώ θεω-
ρούμε ως ανεξάρτητη μεταβλητή το 
ύψος X και ως εξαρτημένη μεταβλη-
τή το βάρος Y, οπότε η ευθεία που 
θα προσαρμόζεται καλύτερα στα 
σημεία αυτά καλείται ευθεία παλιν-
δρόμησης της Y πάνω στη X.
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Όπως γνωρίζουμε, η εξίσωση μιας 
ευθείας δίνεται από τη σχέση:

y = α + βx                (1) 
όπου α και β είναι παράμετροι τις 
οποίες θέλουμε να υπολογίσουμε ή, 
όπως λέμε, να “εκτιμήσουμε”, έτσι 
ώστε η ευθεία που θα προκύψει να 
μας δίνει όσο το δυνατόν την καλύ-
τερη περιγραφή της σχέσης (εξάρ-
τησης) που υπάρχει μεταξύ των 
μεταβλητών X και Y. Η παράμετρος 
α μας δίνει το σημείο, (0, α) όπου 
η ευθεία αυτή τέμνει τον άξονα y΄y, 
ενώ η παράμετρος β παριστάνει το 
συντελεστή διεύθυνσης της ευθείας.
Ο πιο εύκολος τρόπος χάραξης της 
ευθείας είναι αυτός που γίνεται “με 
το μάτι”. Μια τέτοια ευθεία έχουμε 
φέρει και στο διάγραμμα διασπο-
ράς του σχήματος 16. Για να βρού-
με τα α και β, εργαζόμαστε ως εξής:
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•    Επιλέγουμε δύο σημεία, έστω τα 
Γ(173,67) και Σ(191,86) πάνω στην 
ευθεία που φέραμε “με το μάτι”.
•    Αντικαθιστούμε τις συντεταγμέ-
νες (x, y) των σημείων αυτών στην 
(1), οπότε προκύπτει το σύστημα:

== ++
== ++

y α βx
y α βx

1

2

1

2

== ++
== ++

67 α 173β
86 α 191β

• Επιλύοντας το σύστημα αυτό βρί-
σκουμε α = −115,6 και β = 1,06 οπό-
τε η εξίσωση της ευθείας (1) γίνεται:

y = −115,6 + 1,06x.                 (2)
Επομένως, η ευθεία που κατά τη 
γνώμη μας προσαρμόζεται καλύ-
τερα στα σημεία του διαγράμματος 
διασποράς διέρχεται από το σημείο 
(0, −115,6) και έχει συντελεστή διεύ-
θυνσης 1,06.
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Μέθοδος των Ελαχίστων Τετρα-
γώνων

Είδαμε ότι η πιο απλή διαδικασία 
προσαρμογής μιας ευθείας γραμ-
μής σε ένα διάγραμμα διασποράς 
είναι “με το μάτι”. Αυτή όμως έχει 
πολλά μειονεκτήματα παρά την 
απλότητά της. Το κυριότερο είναι η 
έλλειψη αντικειμενικότητας, αφού 
διάφορα άτομα μπορούν να χαρά-
ξουν διαφορετικές μεταξύ τους ευ-
θείες. Ακόμα και το ίδιο άτομο μπο-
ρεί να χαράζει διαφορετικές ευθείες 
κάθε φορά. Χρειαζόμαστε λοιπόν 
μια ακριβέστερη μέθοδο για την 
προσαρμογή μιας ευθείας γραμμής 
σε τέτοιου είδους δεδομένα.
Μια μέθοδος που χρησιμοποιείται 
για την εκτίμηση των παραμέτρων 
α και β, άρα και για την εύρεση της 
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εξίσωσης της καλύτερης ευθείας 
που προσαρμόζεται στα δεδομένα, 
είναι η “μέθοδος ελαχίστων τετρα-
γώνων”.
Η πρώτη αναφορά με ολοκληρω-
μένη ανάπτυξη της μεθόδου των 
ελαχίστων τετραγώνων εμφανίζεται 
το 1805 σε μια εργασία του Γάλλου 
μαθηματικού Legendre, (1752-1833) 
και αμέσως μετά από το Γερμα-
νό μαθηματικό Gauss, (1777-1855) 
στην αστρονομική του πραγματεία 
“Theoria Motus” για τον προσ-
διορισμό της τροχιάς του μικρού 
πλανήτη Δήμητρα. Μάλιστα εδώ ο 
Gauss αναφέρει ότι χρησιμοποίη-
σε την αρχή των ελαχίστων τετρα-
γώνων πριν από το 1794 (σε ηλικία 
μόλις 17 ετών), έτσι ώστε να προ-
ηγείται του Legendre ως προς την 
ανακάλυψη αυτής της μεθόδου. 

22-0088_l_c_math_bm_83-117_28b.indd   107 18/09/2017   09:58



108 / 109

Ας δούμε ξανά το διάγραμμα δια-
σποράς στο σχήμα 17 του προη-
γούμενου παραδείγματος για τα 
ύψη Χ και τα βάρη Υ των 18 μαθη-
τών του πίνακα 10. Στο διάγραμμα 
αυτό έχουμε φέρει και μία ευθεία  
y = α + βx, που πιστεύουμε ότι 
προσαρμόζεται καλύτερα στα ση-
μεία (xi, yi) για τις ν = 18 συνολικά 
μετρήσεις των μεταβλητών Χ και Υ. 
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Έτσι, για παράδειγμα, για το μαθη-
τή Β, σημείο B(172, 60), με ύψος  
x2 = 172 cm έχουμε βρει, όπως φαί-
νεται στον πίνακα 10, βάρος  
y2 = 60 kg, ενώ, σύμφωνα με την 
ευθεία που φέραμε, το βάρος του 
αναμένεται να είναι (περίπου) 64 kg, 
έχουμε δηλαδή ένα σφάλμα  
ε2 = 60 − 64 = −4, δηλαδή βάρος 
4 kg λιγότερο από το αναμενόμενο. 
Ομοίως για το μαθητή Ζ, σημείο  
Ζ(177, 81), το βάρος του που μετρή-
θηκε ήταν y6 = 81 kg, ενώ το ανα-
μενόμενο βάρος του σύμφωνα με 
την ευθεία που φέραμε είναι 71 kg, 
έχουμε δηλαδή ένα σφάλμα  
ε6 = 81 − 71 = 10, δηλαδή βάρος 
10 kg περισσότερο από το αναμε-
νόμενο. 
Ανάλογα σφάλματα υπολογίζονται 
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και για τους άλλους μαθητές. Θα θέ-
λαμε λοιπόν να βρούμε με κάποια 
μέθοδο εκείνη την ευθεία y = α + βx, 
έτσι ώστε τα σφάλματα που προκύ-
πτουν να είναι όσο το δυνατόν μι-
κρότερα.
Η μέθοδος των ελαχίστων τετρα-
γώνων συνίσταται στον προσδιο-
ρισμό των παραμέτρων α, β, έτσι 
ώστε να ελαχιστοποιείται το άθροι-
σμα των τετραγώνων των κατακό-
ρυφων αποστάσεων των σημείων 
(xi, yi) από την ευθεία y = α + βx, 
δηλαδή το

 
∑∑ ∑∑== −− −−
= =
ε (y α βx )i
2

i 1

ν

i i
2

i 1

ν

         
(4)

να γίνεται ελάχιστο.
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Οι τιμές των παραμέτρων α και β, 
που ελαχιστοποιούν την (4), καλού-
νται εκτιμήτριες ελαχίστων τετρα-
γώνων (least square estimators), 
συμβολίζονται με α (“α καπέλο”) 
και β (“β καπέλο”), αντιστοίχως, 
και αποδεικνύεται (η απόδειξη εδώ 
παραλείπεται) ότι δίνονται από τις 
σχέσεις:
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όπου ∑ ∑= =
= =

y 1
ν y , x .1

ν xi
i 1

ν

i
i 1

ν

Η ευθεία
y = α + βx     (6) 

καλείται ευθεία ελαχίστων τετρα-
γώνων ή ευθεία παλινδρόμησης 
της Υ (πάνω) στη Χ. Αντικαθιστώ-
ντας το α = y − βx στη σχέση (6) 
βρίσκουμε την

y − y = β(x − x),
η οποία φανερώνει ότι η ευθεία 
ελαχίστων τετραγώνων y = α + βx 
διέρχεται από το σημείο με συντε-
ταγμένες (x ,  y) και έχει συντελεστή 
διεύθυνσης το β.
Αντικαθιστώντας τις τιμές xi και yi 
από τον πίνακα 10 στις σχέσεις (5) 
βρίσκουμε:
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β = 1,28 και α = −156,1

οπότε η ευθεία ελαχίστων τετραγώ-
νων που προσαρμόζεται καλύτερα 
στα δεδομένα είναι από τη σχέση 
(6), η

y = −156,1 + 1,28x.

Παρατηρούμε ότι υπάρχει σημαντι-
κή διαφορά από την ευθεία  
y = −115, 6 + 1,06x που προσαρμό-
σαμε “με το μάτι” στο σχήμα 16.

Ερμηνεία των α  και β

Στην εξίσωση ελαχίστων τετραγώ-
νων y = α + βx  η τιμή της εκτιμή-
τριας α της παραμέτρου α παριστά-
νει την τεταγμένη του σημείου στο 
οποίο η ευθεία τέμνει τον άξονα y΄y, 
δηλαδή την τιμή της εξαρτημένης 
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μεταβλητής Υ όταν x = 0. Όταν το 
α = 0 τότε η ευθεία διέρχεται από 
την αρχή των αξόνων.
Έστω τώρα δυο τιμές x1 και  
x2 = x1 + 1 της ανεξάρτητης μετα-
βλητής. Τότε λαμβάνοντας τη δι-
αφορά των αντίστοιχων προβλε-
πόμενων τιμών της εξαρτημένης 
μεταβλητής βρίσκουμε

y2 − y1 = (α + βx2) − (α + βx1) =
= α + β(x1 + 1) − (α + βx1) = β

δηλαδή y2 = y1 + β. Συνεπώς ο συ-
ντελεστής διεύθυνσης β της ευθεί-
ας y = α + βx παριστά τη μεταβολή 
της εξαρτημένης μεταβλητής Υ όταν 
το Χ μεταβληθεί κατά μια μονάδα. 
Έτσι, όταν το x αυξηθεί κατά μια 
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μονάδα τότε το y αυξάνεται κατά β 
μονάδες όταν β > 0 ή ελαττώνεται 
κατά β μονάδες όταν β < 0.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1.	Ένας ερευνητής, για να εξετά-
σει την επίδραση ενός αναισθη-
τικού, εμβολίασε 10 ποντίκια με 
διαφορετική δόση κάθε φορά. Οι 
χρόνοι που μεσολάβησαν ώσπου 
τα ποντίκια να χάσουν τις αισθή-
σεις τους (λιποθυμήσουν) κατα-
γράφονται στον παρακάτω πίνα-
κα.
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γ)	�Ύστερα από πόσο χρόνο ανα-
μένεται να λιποθυμήσει ένα πο-
ντίκι, εάν του γίνει ένεση (εμ-
βολιαστεί) με 0,   0,5,   1 mgr 
αναισθητικού, αντίστοιχα; Να 
σχολιαστούν τα αποτελέσματα.

ΛΥΣΗ

α) Η περίπτωση που εξετάζεται εδώ 
αναφέρεται σε μια πειραματική κα-
τάσταση, κατά την οποία ο ερευ-
νητής καθορίζει εκ των προτέρων 
τη δόση του αναισθητικού που θα 
δώσει στα πειραματόζωα και μετρά 
τις αντιδράσεις τους. Ενδιαφέρεται 
δηλαδή να προσδιορίσει μια σχέ-
ση δόσης αναισθητικού και χρόνου 
λιποθυμίας. Έτσι, η δόση αναισθη-
τικού παριστάνει την ανεξάρτητη 
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μεταβλητή (X) και ο χρόνος λιποθυ-
μίας την εξαρτημένη μεταβλητή (Y).
Επομένως, το διάγραμμα διασπο-
ράς παριστάνεται παρακάτω:
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β) Δύο σημεία από τα οποία εκτι-
μάται “με το μάτι” ότι θα διέρχεται 
η καλύτερη ευθεία παλινδρόμησης 
είναι τα Α(0,3 , 12,3) και Β(0,8 , 1,9). 
Αντικαθιστώντας στην εξίσωση της 
ευθείας y = α + βx έχουμε το σύστη-
μα:

12,2 = α + 0,3β
1,9   = α + 0,8β,

από την επίλυση του οποίου βρί-
σκουμε α = 18,5 και β = −20,8, οπότε 
η ευθεία παλινδρόμησης έχει εξί-
σωση

y = 18,5 − 20,8x.
Παρατηρούμε, όπως άλλωστε ανα-
μενόταν και από το διάγραμμα δια-
σποράς, ότι ο συντελεστής διεύθυν-
σης είναι αρνητικός, δηλαδή έχουμε 
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αρνητική εξάρτηση του χρόνου λι-
ποθυμίας ως προς τη δόση αναι-
σθητικού. Μεγαλύτερη δόση επι-
φέρει γρηγορότερη (σε μικρότερο 
χρόνο) λιποθυμία.
γ) Αντικαθιστώντας στην παραπά-
νω εξίσωση τις τιμές της δόσης  
x = 0, 0,5 και 1 mgr, βρίσκουμε τον 
προβλεπόμενο χρόνο λιποθυμίας 
του ποντικιού y = 18,5 , 8,1 και  
−2,3 sec, αντίστοιχα.

ΣΧΟΛΙΟ
Παρατηρούμε ότι εμφανίζονται εδώ 
δυο παράδοξα: 

•    Μηδενική δόση του αναισθητικού 
προκαλεί λιποθυμία σε 18,5 sec.
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Υποθέτουμε όμως εδώ ότι τα ποντί-
κια χάνουν τις αισθήσεις τους μόνο 
από τη δόση του αναισθητικού και 
όχι από το φόβο τους!

•    Δόση αναισθητικού 1 mgr προ-
καλεί λιποθυμία σε −2,3 sec. Όμως 
και πάλι εδώ υποθέτουμε ότι η ένε-
ση γίνεται σε ποντίκι που έχει τις 
αισθήσεις του και όχι να είναι πριν 
από 2,3 sec λιπόθυμο!

Οι δύο αυτές παρατηρήσεις οδη-
γούν στο βασικό συμπέρασμα ότι οι 
προβλέψεις της εξαρτημένης μετα-
βλητής έχουν νόημα, είναι δηλαδή 
δυνατές, μόνο για τις τιμές της ανε-
ξάρτητης μεταβλητής οι οποίες βρί-
σκονται στο διάστημα που έχουμε 
εξετάσει ή τουλάχιστον πολύ κοντά 
στα άκρα του διαστήματος αυτού.
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2.	Ο παρακάτω πίνακας δίνει τις 
πωλήσεις (ζήτηση) ενός προϊό-
ντος (π.χ. των κερασιών) Υ (σε 
κιλά) από το ψαράδικο μιας πε-
ριοχής και τις αντίστοιχες τιμές Χ 
του προϊόντος σε ευρώ ανά κιλό 
για μια ορισμένη χρονική περίοδο

Τιμή ψα-
ριών ανά 
κιλό
(σε ευρώ),      
Χ 15 13 11 9 9 6 5 4

Πωλήσεις  
σε κιλά,           
Υ

5 6 8 10 9 12 15 11
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α)	�Να βρεθεί η ευθεία ελαχίστων 
τετραγώνων y = α + βx (των 
πωλήσεων σε συνάρτηση με 
την τιμή) και να χαραχτεί στο 
αντίστοιχο διάγραμμα διασπο-
ράς.

β)	�Να ερμηνευθεί η έννοια των α 
και β

γ)	�Ποια είναι η αναμενόμενη ζήτη-
ση (πωλήσεις), όταν η τιμή εί-
ναι 8 ευρώ/κιλό;

δ)	�Με βάση την ευθεία αυτή μπο-
ρούμε να προβλέψουμε την 
τιμή του προϊόντος, όταν η ζή-
τηση είναι 10 κιλά;

ΛΥΣΗ
α) Για τον προσδιορισμό της εξίσω-
σης της ευθείας ελάχιστων τετρα-
γώνων διευκολύνει ο παρακάτω  
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πίνακας με τις απαραίτητες πρά-
ξεις.
Επομένως, έχουμε: 

x y x2 xy
15
13
11
 9
 9
 6
 5
 4

 5
 6
 8

10
 9

12
15
11

225
169
121
  81
  81
  36
  25
  16

75
78
88
90
81
72
75
44

Σx = 72 Σy = 76 Σx2 = 754 Σxy = 603

• ν = 8

• x
x 72

8 9ν
∑

= = ==
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• y
y 76

8 9,5ν
∑

= = ==

• 
xy ( x)( y)

x x2 2

ν

ν

∑ ∑ ∑∑
∑ ∑( )

== =
−−

−−
β

	
8(603) (72)(76)

8(754) (72)
648

848
0,76

2=
−−

−−
=

−−
= −

• α = y − βx = 9,5 + (0,76)(9) = 16,34.

Άρα, η εξίσωση της ζήτησης (των 
ψαριών) σε συνάρτηση με την τιμή 
τους είναι y = 16,34 − 0,76x.
Επειδή γνωρίζουμε ότι η ευθεία δι-
έρχεται από τα σημεία (0, α) και  
(x, y), είναι εύκολο να χαραχτεί στο 
διάγραμμα διασποράς, όπως φαίνε-
ται παρακάτω.
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β) Το α = 16,34 προσδιορίζει την 
προβλεπόμενη ζήτηση του προϊό-
ντος, όταν η τιμή του είναι 0 ευρώ/
κιλό. Προφανώς εδώ τέτοια περί-
πτωση δεν είναι ρεαλιστική.
Το β προσδιορίζει τη μεταβολή που 
επέρχεται στην εξαρτημένη μετα-
βλητή Υ, όταν η Χ μεταβληθεί κατά 
μία μονάδα. Δηλαδή όταν η τιμή 
των ψαριών αυξηθεί κατά 1 ευρώ/
κιλό (μία μονάδα), οι πωλήσεις θα 
ελαττωθούν κατά 0,76 κιλά. 
γ) Όταν η αξία του προϊόντος είναι 
8 ευρώ/κιλό, σημαίνει ότι x = 8. Συ-
νεπώς, για x = 8 η αναμενόμενη ζή-
τηση y είναι

y = 16,34 − 0,76 ⋅ 8 = 16,34 − 6,08 =
	 = 10,26 κιλά. 
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δ) Προφανώς, στην περίπτωση 
που χρησιμοποιείται η μέθοδος 
των ελαχίστων τετραγώνων για την 
εκτίμηση της ευθείας παλινδρόμη-
σης της εξαρτημένης μεταβλητής Υ 
πάνω στην ανεξάρτητη μεταβλητή 
Χ, δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί η 
προκύπτουσα ευθεία για πρόβλεψη 
της Χ, όταν δίνεται το Υ. Για να γίνει 
κάτι τέτοιο, πρέπει εξαρχής να εκτι-
μηθεί η ευθεία παλινδρόμησης της 
Χ πάνω στην Υ.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

1.	�Να κατασκευάσετε το διάγραμ-
μα διασποράς και να βρείτε 
την εξίσωση της ευθείας που 
προσαρμόζεται (με το μάτι) 
καλύτερα στα δεδομένα. 

 
			    x 12 15 16 18 18

y 13 14 18 18 20
α)

	  
x 1 2 3 4 5 6 7 8 9
y 12 10 10 6 6 3 5 2 4

β)

2.	�Παρακάτω δίνονται δύο δια-
γράμματα διασποράς με τις 
προσαρμοσμένες ευθείες, 

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
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όπως τις χάραξε “με το μάτι” 
ένας μαθητής. Χρησιμοποι-
ώντας τα σημεία Α και Β να 
βρείτε τις εξισώσεις y = α + βx 
των αντίστοιχων ευθειών.
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3.	�Για καθένα από τα παρακάτω 
ζεύγη τιμών να βρείτε την εξί-
σωση ελαχίστων τετραγώνων 
y = α + βx και να τη χαράξετε 
στο αντίστοιχο διάγραμμα δια-
σποράς. Στη συνέχεια να προ-
βλέψετε την τιμή της y, όταν  
x = 6.

x 1 2 3 4 5
y 1 2 3 4 5

α)

x 1 2 3 4 5
y 5 4 3 2 1

β)

x 1 2 3 4 5
y 4 2 5 1 3

γ)

x 1 2 3 4 5
y 3 1 5 2 4

δ)
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4.	�Να εφαρμόσετε τη μέθοδο 
ελαχίστων τετραγώνων για τα 
δεδομένα της εφαρμογής 1, 
για να εκτιμήσετε την ευθεία 
γραμμικής παλινδρόμησης 
του χρόνου λιποθυμίας (Υ) 
των ποντικιών στη δόση αναι-
σθητικού (Χ). Να συγκρίνετε 
τα αποτελέσματα που προκύ-
πτουν με τη μέθοδο αυτή με τα 
αντίστοιχα αποτελέσματα που 
προέκυψαν με την προσαρμο-
γή της ευθείας “με το μάτι”.

5.	α) �Με τη μέθοδο ελαχίστων τε-
τραγώνων να βρείτε την ευ-
θεία γραμμικής παλινδρό-
μησης της Υ πάνω στη Χ 
για τα παρακάτω δεδομένα 
5 μαθητών. 
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Επίδοση στα 
Μαθηματικά, x 12 15 16 18 18

Επίδοση στη 
Φυσική, y 13 14 18 18 20

	  
	 β) �Αν υποθέσουμε ότι χάθηκε 

ο βαθμός της Φυσικής για 
το μαθητή που πήρε 15 στα 
Μαθηματικά και για να μην 
υποχρεωθεί ο μαθητής να 
ξαναδώσει εξετάσεις στη 
Φυσική, ποιο βαθμό, κατά 
τη γνώμη σας, πρέπει να 
πάρει; 

B΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.	�Ο παρακάτω πίνακας δίνει τα 
αποτελέσματα των μετρήσεων 
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	 β) �Να γίνει το αντίστοιχο διά-
γραμμα διασποράς. 

	 γ) �Να χαράξετε “με το μάτι” 
την ευθεία που προσαρμό-
ζεται καλύτερα στα δεδομέ-
να. 

	 δ) �Τι συστολική πίεση προ-
βλέπετε για μια γυναίκα 75 
ετών;

2.	�Να χρησιμοποιήσετε τα δεδο-
μένα του Πίνακα 4 μόνο για τα 
αγόρια, για να προβλέψετε το 
ύψος ενός μαθητή όταν: 

	 α) �ο πατέρας του έχει ύψος 
180 cm 

	 β) �ο μέσος όρος του ύψους 
των γονιών του είναι  
170 cm. 
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3.	�Να χρησιμοποιήσετε τα δεδο-
μένα του Πίνακα 4 μόνο για τα 
κορίτσια, για να προβλέψετε 
το ύψος μιας μαθήτριας όταν: 

	 α) �η μητέρα της έχει ύψος  
167 cm 

	 β) �ο μέσος όρος του ύψους 
των γονιών της είναι  
170 cm. 

4.	�Από 8 γάμους που έγιναν σε 
μια εκκλησία κατά τη διάρκεια 
ενός μηνός, οι ηλικίες των αν-
δρογύνων ήσαν:

Ηλικία
γα-
μπρού, y

20 22 24 25 28 30 33 38

Ηλικία 
νύφης, x 20 20 22 27 24 25 28 34
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	 α) �Να υπολογίσετε με τη μέθο-
δο ελαχίστων τετραγώνων 
την ευθεία γραμμικής πα-
λινδρόμησης της Υ πάνω 
στη Χ και να τη χαράξετε 
στο αντίστοιχο διάγραμμα 
διασποράς. 

	 β) �Να βρείτε την αναμενόμενη 
ηλικία του γαμπρού για μια 
υποψήφια νύφη 25 ετών.

	 γ) �Για κάθε έτος που μια γυναί-
κα καθυστερεί να παντρευ-
τεί πόσο αυξάνεται η ηλικία 
του υποψήφιου γαμπρού. 
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5.	�Για τα ίδια δεδομένα της προ-
ηγούμενης άσκησης (4) να 
βρείτε: 

	 α) �την ευθεία γραμμικής πα-
λινδρόμησης της Χ πάνω 
στη Υ, 

	 β) �την αναμενόμενη ηλικία της 
νύφης για έναν υποψήφιο 
γαμπρό 28 ετών, 

	 γ) �για κάθε έτος που ένας άν-
δρας καθυστερεί να πα-
ντρευτεί πόσο αυξάνεται η 
ηλικία της υποψήφιας νύ-
φης;
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ΥΠΟΔΕΙΞΕΙΣ – ΑΠΑΝΤΗΣΕΙΣ  
ΑΣΚΗΣΕΩΝ

2 ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ

§ 2.3 Α΄ Ομάδας

1.	� 10, 12, 14, 16, 18, 20 με διάμεσο 
δ = 15.

2.	 α) ΝΑΙ,    β) ΟΧΙ,    γ) ΝΑΙ.

3.	 8,25%.

4.	 α) 206,1 cm  β) 235 cm.

5.	 14,8.

6.	 Και στις 3 περιπτώσεις έχουμε: 
	 x  = 12gr, δ = 12gr, Μ0 = 13gr.

22-0088_l_c_math_bm_83-117_28b.indd   143 18/09/2017   09:58



144 / 144 / 182

7.	 α) 14, β) 13.

8.	 1291 ευρώ.

9.	 Οι 2 και 6. 

10.	α) 2,   β) 2,   γ) 3.

11.	 α) x  = 15,45,   β) δ = 15,    
	� γ) Μ0 = 15,  

δ)	 Q1 = 14, Q3 = 17.

12.	 α) x  = 4,3   β) Μ0 = 3,3,    
	 γ) Q1 ≈ 2,33,   δ = 4, Q3 ≈ 6.

13.	 α) 169,66 cm, β) 170 cm,  
	 γ) 169,67 cm.

14.	� α) Μικρότερη διασπορά έχουμε 
στη δεύτερη λίστα και μεγαλύ-
τερη διασπορά στην τρίτη. 
β) ΟΧΙ.
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15.	 α) x  = 10, Μ0 = 11, δ = 11

	 β) Q1 = 7, Q3 = 13

	 γ) R = 12, s = 3,87, cv = 38,7%.

16.	 2,47.

17.	 α) 16%,   β) 2,5%,   γ) 50%,   
	 δ) 81,5%.

18.	 α) x  = 3, δ = 2

	 β) x  = 6, δ = 4

	 γ) x  = 13, δ = 12

	 δ) x  = 16, δ = 14.

19.	 α) s2 = 4,   β) s2 = 36,    
	 γ) s2 = 4, s2 = 4.

20.	 ν = 28.
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§ 2.3 Β΄ Ομάδας

1.	β) x  = 15, δ ≈ 15 γ) P95 ≈ 19.

2.	10 ή −2.

3.	α) ��x  = 13,20 ευρώ,  
δ = 10,50 ευρώ,  
Μ0 = 9 ευρώ.

	 β) Αυξάνουν κατά 18%. 
	 γ) Αυξάνουν κατά 0,30 ευρώ.

4.	Να γίνουν οι πράξεις.

5.	� α) 60,   β) 33,    
γ) 5,2 χιλιάδες ευρώ,  
	�δ) ���x  = 5,7 χιλιάδες ευρώ,  

s2 = 12,24 
	 ε) Q1 ≈ 2,8, δ ≈ 5,4, Q3 ≈ 8,3.

6.	α) s = 23,29, cv = 53,75% 
	 β) Q = Q3 − Q1 ≈ 59 − 24 = 35.
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7.	� Να εργαστείτε όπως στο σχήμα 
7.

§ 2.4 A΄ Ομάδας

1.	� Να εργαστείτε όπως στο σχήμα 
16.

2.	 i) = +y 3 5
6 x   ii) y = 46,7 + 0,67x.

3.	� α) y = x,   β) y = 6 − x,    
γ) y = 3,9 − 0,3x 

	 δ) y = 2,1 + 0,3x.

4. 	y = 18,98 − 21,6x.

5.	α) y = − 0,35 + 1,07x,   β) 16.

22-0088_l_c_math_bm_83-117_28b.indd   147 18/09/2017   09:58



148 / 148 / 183

§ 2.4 B΄ Ομάδας

1.	α) Η ηλικία. 
	� γ,δ) Καθένας από τους μαθητές 

μπορεί να φέρει τη “δική του” 
ευθεία, οπότε θα έχει και διαφο-
ρετική πρόβλεψη συστολικής πί-
εσης.

2.	α) 178,7 cm   β) 177,5 cm.

3.	α) 168,3 cm   β) 168,1 cm.

4.	α)  y = −1,88 + 1,18x.
	 β) Περίπου 27 έτη και 7 μήνες. 
	 γ) Περίπου 1 έτος και 2 μήνες.

5.	α)  x  = 5,25 + 0,72y.
	 β) Περίπου 25 έτη και 5 μήνες. 
	 γ) Περίπου 9 μήνες.
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Ευρετήριο Όρων

Στο Ευρετήριο όρων τα γράμματα 
Α, Β, Γ, Δ και Ε δηλώνουν τον 1ο, 
2ο, 3ο, 4ο και 5ο τόμο αντίστοιχα, 
ενώ οι αριθμοί αναφέρονται στην 
πρώτη από τις δύο ενδείξεις που 
αναγράφονται σε κάθε σελίδα.

αδύνατο ενδεχόμενο	 Δ’ 103

αθροιστικές συχνότητες	     Β’ 58

αθροιστικές σχετικές  
συχνότητες	 Β’ 59

ανεξάρτητα ενδεχόμενα	 Ε’ 84

ανεξάρτητη μεταβλητή	 Α’ 14, Γ’ 95
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αξιωματικός ορισμός  
πιθανότητας	 Ε’ 15

απλός προσθετικός νόμος	 Ε’ 20

απογραφή	 Β’ 23

ασυμβίβαστα  
ενδεχόμενα	 Δ’ 111, Ε’ 19

βασική αρχή απαρίθμησης	 Ε’ 46

βέβαιο ενδεχόμενο	 Δ’ 103

γραμμική συσχέτιση	 Δ’ 5, Δ’ 18

γραφική παράσταση  
συνάρτησης	 Α’ 18

δείγμα	 Β’ 25

δειγματικός χώρος	 Δ’ 100

δειγματοληψία	 Β’ 29
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δειγματοληψία  
με επανατοποθέτηση	 Δ’ 120

δεντροδιάγραμμα	 Ε’ 44

δεσμευμένη πιθανότητα	 Ε’ 78

δεύτερη παράγωγος	 Α’ 79

δημοσκόπηση	 Β’ 14

διάγραμμα διασποράς	 Γ’ 100

διάγραμμα συχνοτήτων	 Β’ 76

διακριτή μεταβλητή	 Β’ 22

διακύμανση	 Γ’ 44

διαλογή	 Β’ 53, Β’ 91

διάμεσος	 Γ’ 23
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διάμεσος ομαδοποιημένης  
κατανομής	 Γ’ 26

διασπορά	 Γ’ 44

διατάξεις	 Ε’ 49

εκατοστημόριο	 Γ’ 28

εκθετική συνάρτηση	 Α’ 23

εκτιμήτριες ελαχίστων  
τετραγώνων	 Γ’ 112

ενδεχόμενο	 Δ’ 101

ενδοτεταρτημοριακό εύρος	 Γ’ 42

εξαρτημένα ενδεχόμενα	 Ε’ 85

εξαρτημένη μεταβλητή	 Α’ 14, Γ’ 103

εξίσωση γραφικής  
παράστασης	 Α’ 19
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επαγωγή	 Β’ 12

επικρατούσα τιμή	 Γ’ 32

ευθεία παλινδρόμησης	 Γ’ 103

ευνοϊκές περιπτώσεις	 Δ’ 102, Ε’ 14

εύρος	 Β’ 90, Γ’ 40

εφαπτομένη καμπύλης	 Α’ 48

ισοπίθανα απλά ενδεχόμενα	 Ε’ 13

ιστόγραμμα	 Β’ 98

ιστόγραμμα αθροιστικών  
συχνοτήτων	 Β’ 104

καμπύλη συχνοτήτων	 Β’ 112

κανόνες παραγώγισης	 Α’ 89

κανονική κατανομή	 Β’ 114
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καμπύλη συνάρτησης	 Α’ 18

κατανομή συχνοτήτων	 Β’ 58

κατηγορική μεταβλητή	 Β’ 21

κεντρική τιμή κλάσης	 Β’ 88

κλάσεις	 Β’ 87

κλάσεις ανίσου πλάτους	 Β’ 106

κλάσεις ίσου πλάτους	 Β’ 98

κλασικός ορισμός  
πιθανότητας	 Ε’ 18

κορυφή	 Γ’ 32

κριτήριο δεύτερης  
παραγώγου	 Α’ 129

κριτήριο πρώτης  
παραγώγου	 Α’ 117
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κυκλικό διάγραμμα	 Β’ 80

κύμανση	 Γ’ 40

λογαριθμική συνάρτηση	 Α’ 24

μέθοδος ελαχίστων  
τετραγώνων	 Γ’ 106

μέση τιμή	 Γ’ 12

μεταβλητή	 Β’ 18

μεταθέσεις	 Ε’ 50

μέτρα ασυμμετρίας	 Γ’ 9

μέτρα διασποράς	 Γ’ 38

μέτρα θέσης	 Γ’ 11

μονοτονία	 Α’ 26

ολικό ελάχιστο	 Α’ 29
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ολικό μέγιστο 	 Α’ 29

ομαδοποίηση  
παρατηρήσεων	 Β’ 87

ομοιογένεια	 Γ’ 60

ομοιόμορφη κατανομή	 Β’ 114

όρια κλάσης	 Β’ 87

όριο συνάρτησης	 Α’ 32

παλινδρόμηση	 Γ’ 94

παραβολή	 Α’ 21

παραγοντικό	 Ε’ 51

παράγωγος συνάρτησης	 Α’ 78

παράγωγος σύνθετης  
συνάρτησης	 Α’ 94
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παράγωγος της f στο x0	 Α’ 61

πείραμα τύχης	 Δ’ 96

περιγραφική στατιστική	 Β’ 11

πίνακας συχνοτήτων	 Β’ 58

πλάτος κλάσης	 Β’ 89

πληθυσμός	 Β’ 19

ποιοτική μεταβλητή	 Β’ 21

πολλαπλασιαστικός νόμος	 Ε’ 82

πολύγωνο  
συχνοτήτων	 Β’ 76, Β’ 100

ποσοτική μεταβλητή	 Β’ 22

πράξεις με ενδεχόμενα	 Δ’ 104

πράξεις με συναρτήσεις	 Α’ 16

22-0088_l_c_math_bm_83-117_28b.indd   157 18/09/2017   09:58



158 / 158 / 187

προσθετικός νόμος	 Ε’ 23

ραβδόγραμμα	 Β’ 65

ρυθμός μεταβολής	 Α’ 64

σημειόγραμμα	 Β’ 83

σταθμικός μέσος	 Γ’ 20

στατιστική ομαλότητα	 Ε’ 11

στατιστικοί πίνακες	 Β’ 35

στιγμιαία ταχύτητα	 Α’ 52

συμπληρωματικά  
ενδεχόμενα	 Ε’ 21

συνάρτηση αύξουσα	 Α’ 28

συνάρτηση γνησίως  
μονότονη	 Α’ 28
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συνάρτηση ημίτονο	 Α’ 25

συνάρτηση πραγματική	 Α’ 13

συνάρτηση συνεχής	 Α’ 39

συνάρτηση συνημίτονο	 Α’ 25

συνάρτηση φθίνουσα	 Α’ 28

συνδυασμοί	 Ε’ 55

συνεχής μεταβλητή	 Β’ 22

συντελεστής γραμμικής  
συσχέτισης	 Δ’ 10

συντελεστής μεταβολής	 Γ’ 57

συχνότητα	 Β’ 52

συχνότητα κλάσης	 Β’ 91

σχεδιασμός πειραμάτων	 Β’ 11

22-0088_l_c_math_bm_83-117_28b.indd   159 18/09/2017   09:58



160 / 160 / 187

σχετική συχνότητα	 Β’ 56

τεταρτημόριο	 Γ’ 29

τοπικό ελάχιστο	 Α’ 31

τοπικό μέγιστο	 Α’ 31

τυπική απόκλιση	 Γ’ 51

υπερβολή	 Α’ 22

χρονόγραμμα	 Β’ 84
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