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Κεφάλαιο 19ο 

Κλάσματα ομώνυμα και ετερώνυμα

Τι πλάσμα είναι αυτό το... κλάσμα;
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( Μελετώ την έννοια του κλά-σματος ως μέρος του όλου.
( Συγκρίνω το κλάσμα με την ακέραιη μονάδα.
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( Διαπιστώνω ότι υπάρχουν κάποια κλάσματα που μετατρέ-πονται σε μεικτούς αριθμούς και μαθαίνω πώς να μετατρέπω έναν αριθμό από τη μια μορφή στην άλλη.

Μια μεγάλη επινόηση του ανθρώ-που στην αριθμητική ήταν ένας νέος αριθμός, το κλάσμα. Το χρησιμοποιούμε συχνά στην κα-θημερινή μας ζωή για να δηλώ-σουμε το μέρος ενός πράγματος.

Εκφράστε με κλάσμα: 

α) 2 ημέρες ενός έτους ……

β) 1 λεπτό της ώρας……, 

γ) 1 λεπτό του ΕΥΡΩ ……,

δ) 6 ώρες της ημέρας ……,

ε) 15 γραμμάρια του κιλού …… 

Δραστηριότητα 1η
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CalL !



Οι φίλοι μου κι εγώ λατρεύουμε την πίτσα. Αυτό είναι πολύ καλό, 
γιατί ξέρουμε πάντα τι φαγητό να παραγγείλουμε. Υπάρχει όμως ένα μικρό πρόβλημα. Θέλουμε να είμαστε δίκαιοι και να μοιρα-ζόμαστε τις πίτσες εξίσου, ωστό-σο δεν ξέρουμε πάντα πώς να το κάνουμε! Μπορείτε να μας βοηθήσετε με τα κλάσματα;

( Αν είχαμε μια πίτσα για 2 άτομα, πόσο μέρος πίτσας 
θα έτρωγε ο καθένας;         …… 
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( Αν ήμασταν 3 άτομα, 
πόσο μέρος πίτσας θα 
έτρωγε ο καθένας;             …… 

( Αν εμείς οι 3 φίλοι είμαστε πο-λύ πεινασμένοι και παραγγεί-
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λουμε δύο πίτσες, πόσο μέρος πίτσας θα φάει 
ο καθένας συνολικά;          ……
Δραστηριότητα 2η
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Χρειάζεται       της ώρας για να 
ψηθεί μία πίτσα στο φούρνο μας.
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( Αν ψήνουμε τη μια πίτσα μετά την άλλη και ψήσουμε 4 πίτσες, πόσα τέταρτα της ώρας 
θα χρειαστούμε;

( Γράψε την απάντη-

σή σου με κλάσμα:   ……
( Τι παρατηρείς για τους όρους του κλάσματος; …………………
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( Γράψε τώρα το χρόνο ψησί-ματος σε ώρες: …………………
( Αν έχουμε να ψήσουμε 
5 πίτσες, πόσα τέταρτα 
της ώρας θα χρειαστούμε; ……..
( Γράψε την απάντη-

σή σου με κλάσμα:   ………
( Τι παρατηρείς για τους όρους αυτού του κλάσματος; …………..
……………………………………..
( Γράψε τώρα το χρόνο ψησίματος σε ώρες: …………….
Οι προηγούμενες δραστηριότητες μας βοηθούν να συμπεράνουμε:
Κλάσμα
Ο αριθμός που δηλώνει το μέρος ενός «όλου» ονομάζεται κλάσμα. Το κλάσμα σχηματίζεται από δύο φυσικούς αριθμούς, τον αριθμητή
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και τον παρονομαστή, που χωρί-ζονται μεταξύ τους από την κλα-σματική γραμμή με τη μορφή:     
[image: image13.jpg]



Το κλάσμα με αριθμητή το 1 λέγεται κλασματική μονάδα.
Παράδειγμα
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Το       είναι το κλάσμα που 
δηλώνει το σκιασμένο μέρος του παρακάτω ορθογωνίου.
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Όταν ο αριθμητής ενός κλάσματος είναι μικρότερος από τον παρονομαστή, το κλάσμα είναι μικρότερο από το 1.
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Παράδειγμα
      < 1 και       < 1

Όταν ο αριθμητής ενός κλάσμα-τος είναι ίσος με τον παρονομα-στή, το κλάσμα είναι ίσο με το 1. 
Παράδειγμα
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      = 1 και       = 1

Όταν ο αριθμητής ενός κλάσμα-τος είναι μεγαλύτερος από τον παρονομαστή, το κλάσμα είναι μεγαλύτερο από το 1.

Στην περίπτωση αυτή μπορούμε να χωρίσουμε τις ακέραιες μονάδες και να μετατρέψουμε το κλάσμα σε μεικτό αριθμό.
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      > 1 και       > 1
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      = 1       
και      = 1

Εφαρμογή 1η
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Σε ένα πάρτι υπάρχει γλυκό μηλόπιτα σε ταψιά. Κάθε μερίδα 
γλυκού είναι το        του ταψιού. 
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Η μηλόπιτα προσφέρθηκε σε 31 άτομα. Πόσα ταψιά μηλό- 
πιτας καταναλώθηκαν;

Λύση
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Ξέρουμε ότι οι μερίδες που έφα-γαν όλοι είναι 31 (αν ο καθένας έφαγε μόνο μία μερίδα). Αφού η 
μία μερίδα είναι το       του ταψιού, 
τότε οι μερίδες που καταναλώ-

θηκαν είναι τα       . Αφού το ένα

ταψί είναι      ,  τα        είναι

     +      +      , δηλαδή  2      .

Απάντηση: Καταναλώθηκαν 2 

ταψιά μηλόπιτας.

Εφαρμογή 2η

Να μετατρέψετε το μεικτό 

αριθμό 5      σε κλάσμα.

Λύση
Το κλάσμα που υπάρχει στο μει-κτό αριθμό δηλώνει ότι κάθε ακέραιη μονάδα έχει χωριστεί σε 
έκτα, είναι δηλαδή ίση με     . Άρα

ο αριθμός 5     μπορεί να γραφεί 
      +      +       +      +      +      =    



ή αλλιώς       +       =      .
Απάντηση: Ο μεικτός αριθμός 

5     μετατρέπεται στο κλάσμα    
Ερωτήσεις για αυτοέλεγχο και συζήτηση
Στο κεφάλαιο αυτό συναντήσαμε τους όρους κλάσμα, αριθμητής, παρονομαστής, κλασματική μονάδα, κλάσμα μικρότερο, ίσο ή μεγαλύτερο από το 1 και μεικτός αριθμός. Εξήγησε αθέναν από τους όρους αυτούς με ένα παράδειγμα.

Σημειώστε αν είναι σωστές ή λάθος και συζητήστε τις παρακάτω εκφράσεις:
( Το κλάσμα εκφράζει το μέρος 

 ενός όλου που έχει χωριστεί 
σε ίσα μέρη.
( Ο αριθμητής δεν μπορεί ποτέ να
είναι μεγαλύτερος από
 τον παρονομαστή.
( Ο μεικτός αριθμός μετατρέπεται
σε κλάσμα μικρότερο απ’ το 1.



Κεφάλαιο 20ό 

Το κλάσμα ως ακριβές πηλίκο διαίρεσης

Ποιος θα µε βοηθήσει στο µοίρασµα;


( Διαπιστώνω ότι το κλάσμα είναι το πηλίκο μιας διαίρεσης.
( Μαθαίνω να μετατρέπω ένα κλάσμα σε δεκαδικό αριθμό και αντίστροφα.
( Σημειώνω τη θέση του κλάσματος στην αριθμογραμμή από τη δεκαδική του αξία.
Δραστηριότητα 1η
Ένας πατέρας αγόρασε ένα κουτί με σοκολάτες για να τις μοιράσει στα τρία παιδιά του. Μπορείτε να τους βοηθήσετε με τη μοιρασιά;
( Αν το κουτί είχε 12 σοκολάτες, πόσο θα έπαιρνε κάθε παιδί;

……………………………………..
( Γράψε την πράξη που έκανες: …………………………………….. 

( Το κουτί έχει 10 σοκολάτες. Πώς μπορείς να υπολογίσεις πόσο θα πάρει κάθε παιδί; ………………..
…………………………………….. 

( Κάνοντας την πράξη, μπορείς να υπολογίσεις ακριβώς; ………. 

( Αν τα 3 παιδιά είχαν να μοιρα-στούν μόνο μία σοκολάτα, πόσο μέρος της θα έπαιρνε το καθένα; 
…………………………
( Αν λοιπόν χωρίσουν και τις 10 σοκολάτες κατά τον ίδιο τρόπο, πόσα ίδια μέρη θα πάρει κάθε παιδί; …………………………….
( Τι κατάφερες να υπολογίσεις με τον τρόπο αυτό; …………………
……………………………………..

……………………………………..

Δραστηριότητα 2η
Στην προηγούμενη δραστηριότη-τα το πηλίκο της διαίρεσης 10 : 3 

το εκφράσαμε με το κλάσμα      . 
Αν αποφασίσουμε να κάνουμε τη διαίρεση, θα είναι 10 : 3 = 3,333…
( Πώς μπορούμε να βρούμε σε ποιο σημείο στην αριθμογραμμή αντιστοιχεί ο αριθμός που εκφρά-ζεται με ένα κλάσμα; ……………
……………………………………..
……………………………………..

……………………………………..

( Τοποθετήστε πάνω από την αριθμογραμμή τα παρακάτω κλάσματα, αφού κάνετε την πράξη που χρειάζεται για να βρείτε ποιον αριθμό εκφράζει το καθένα:

(Μπορούμε να τα τοποθετήσουμε χωρίς να κάνουμε την πράξη;)…………………………………

Α.
Β.
Γ. 
Δ. 
Ε.
Ζ. 

0    
 0,5   
1
( Τι πρέπει να κάνουμε για να τοποθετήσουμε στην
αριθμογραμμή το κλάσμα      (ή το κλάσμα      ); 

Από τις προηγούμενες δραστη-ριότητες συμπεραίνουμε ότι χάρη στα κλάσματα μπορούμε να εκφράσουμε το πηλίκο κάθε διαίρεσης φυσικών αριθμών με ακρίβεια:

Κλάσμα

Το κλάσμα εκφράζει το ακριβές πηλίκο μιας διαίρεσης: της διαίρεσης του αριθμητή με τον παρονομαστή του.

Παράδειγμα

Το       είναι το πηλίκο της διαίρε-

σης 3 : 7


Αν κάνουμε τη διαίρεση αυτή, μπορούμε να μετατρέψουμε το κλάσμα σε δεκαδικό αριθμό (ή σε φυσικό, αν η διαίρεση είναι τέλεια). 
Αν η διαίρεση δεν μας δίνει ακριβές πηλίκο, σταματάμε εκεί που θέλουμε και έχουμε πηλίκο με προσέγγιση στα δέκατα, εκατοστά, χιλιοστά, ...

Παράδειγμα
3 : 7 = 0,4285714...

Το πηλίκο της διαίρεσης 3 : 7 είναι 0,42 με προσέγγιση στα εκατοστά ή 0,428 με προσέγγιση στα χιλιοστά.


Οι δεκαδικοί αριθμοί γράφονται και ως κλάσματα.

Παράδειγμα
Το 0,1 γράφεται ως      .

Εφαρμογή 1η   Μετατροπή κλάσματος σε δεκαδικό αριθμό

Να μετατρέψετε τα κλάσματα  

και       σε δεκαδικούς αριθμούς 
και να τους προσθέσετε.
Λύση - Απάντηση:
Για να μετατρέψουμε τα κλάσμα-τα σε δεκαδικούς αριθμούς θα κάνουμε τις διαιρέσεις:


70  
28  
700 
140


140 
0,25  και 
0 
0,05 

00

Τώρα θα προσθέσουμε 
0,25 + 0,05 = ………
Εφαρμογή 2η   Μετατροπή δεκαδικού αριθμού σε κλάσμα 

( Να κάνετε τη διαίρεση ανάμεσα στους όρους των κλασμάτων

     ,        ,           και       .
( Να διατυπώσετε τώρα τον κα-νόνα μετατροπής των δεκαδικών αριθμών σε κλάσματα. 

( Μετά, γράψτε ως κλάσματα τους δεκαδικούς αριθμούς: 0,6   0,09 0,005   3,042 

Λύση - Απάντηση
( Όπως γνωρίζουμε, κάθε δεκα-δικός αριθμός μπορεί να γραφτεί ως κλάσμα. Κάνοντας τη διαίρε-ση ανάμεσα στους όρους των κλασμάτων διαπιστώνουμε ότι:


       = 0,6               = 0,75      

           = 0,008          = 1,9

( Άρα: οι δεκαδικοί αριθμοί γράφονται ως κλάσματα με παρονομαστή το 10, το 100, το 1000, ... ανάλογα με τον αριθμό των δεκαδικών ψηφίων που έχουν.

( 0,6 = 
0,09 =       
0,005 =
3,042 = 

Ερωτήσεις για αυτοέλεγχο και συζήτηση
Στο κεφάλαιο αυτό μελετήσαμε το κλάσμα ως πηλίκο της διαίρεσης του αριθμητή με τον παρονομαστή του και τη μετατροπή του κλάσματος σε δεκαδικό αριθμό και αντίστροφα. Πες ένα δικό σου παράδειγμα για κάθε περίπτωση.


Σημειώστε αν είναι σωστές ή λάθος και συζητήστε τις παρακάτω εκφράσεις:
( Στο κλάσμα ο αριθμητής είναι ο 

 διαιρετέος και ο παρονομαστής
ο διαιρέτης.
( Η διαίρεση του αριθμητή με τον
παρονομαστή είναι πάντα τέλεια.

( Η ισότητα 1 : 3 =       είναι σωστή.



Κεφάλαιο 21ο 

Ισοδύναμα κλάσματα
Μπορώ να λέω το ίδιο 
και µε άλλα λόγια!


( Αναγνωρίζω δύο ισοδύναμα κλάσματα.
( Δημιουργώ ισοδύναμα κλάσματα.
( Απλοποιώ κλάσματα, ώστε να γίνουν ανάγωγα.
Δραστηριότητα 1η
Στα παρακάτω σχήματα βλέπου-με το σχέδιο ενός πάρκου που χωρίστηκε, για να καλυφθεί ένα μέρος του με χόρτο, ενώ στο υπόλοιπο θα τοποθετηθούν τα παιχνίδια.

Α …. 
Β…. 
Γ…. 
Δ….
( Γράψε, κάτω από κάθε τετρά-γωνο, το κλάσμα που περιγρά-φει το πράσινο μέρος του.

( Πόσο μέρος του πάρκου θα καλυφθεί με χόρτο σε κάθε περίπτωση; …………………… 


( Σύγκρινε τα κλάσματα μεταξύ τους με τη βοήθεια των σχημά-των. Τι παρατηρείς; ……………..

…………………………………….. 

( Σύγκρινε το πρώτο κλάσμα με καθένα από τα υπόλοιπα.

Τι παρατηρείς για τη σχέση ανά-μεσα στους όρους τους; ………..
…………………………………….. 

Δραστηριότητα 2η
Ο Χρήστος και ο Φοίβος είχαν από 12 €. Όταν συναντήθηκαν, 

ο Χρήστος είπε ότι ξόδεψε τα  
των χρημάτων του και ο Φοίβος 

είπε ότι ξόδεψε τα      των χρημάτων του.


( Ποιος ξόδεψε περισσότερα; 
…………………………………….. 

( Τι παρατηρείς για τους όρους 
των δύο κλασμάτων; ……………

…………………………………….. 

( Μπορείς να σχηματίσεις ένα νέο κλάσμα, που να εκφράζει το ίδιο μέρος του όλου;…………….. 

……………………………………..
( Με ποιο κλάσμα θα διάλεγες να εκφραστείς εσύ; Γιατί; ……

……………………………………..
Από τις προηγούμενες δραστη-ριότητες συμπεραίνουμε ότι είναι δυνατό δύο κλάσματα να έχουν διαφορετικούς όρους, αλλά να εκφράζουν την ίδια ποσότητα.

Ισοδύναμα κλάσματα
Δύο κλάσματα λέγονται ισοδύναμα ή ίσα όταν εκφρά-ζουν το ίδιο μέρος του όλου.

Αν πολλαπλασιάσουμε «χιαστί» τους όρους δύο ισοδύναμων κλασμάτων, τα δύο γινόμενα που προκύπτουν είναι ίσα μεταξύ τους. (Με τον τρόπο αυτό ελέγχουμε αν δύο κλάσματα είναι ισοδύναμα.) 

Παράδειγμα
Τα κλάσματα       και       είναι 

ισοδύναμα, δηλαδή      =     .


      =      επειδή 9 ( 4 = 3 ( 12


Αν πολλαπλασιάσουμε τους όρους ενός κλάσματος με τον ίδιο φυσικό αριθμό, προκύπτει ισοδύναμο με το αρχικό κλάσμα. 
Παράδειγμα

     =           =
Αν διαιρέσουμε τους όρους ενός κλάσματος με τον ίδιο φυσικό αριθμό, προκύπτει ισοδύναμο κλάσμα. Αυτή η τεχνική λέγεται απλοποίηση του κλάσματος. 
Παράδειγμα

      =            = 


Αν ένα κλάσμα δεν μπορεί να απλοποιηθεί (δεν υπάρχει αριθμός, εκτός από το 1, που 
να είναι κοινός διαιρέτης του αριθμητή και του παρονομαστή), το κλάσμα λέγεται ανάγωγο. 
Παράδειγμα

Το κλάσμα      είναι ανάγωγο.
(Ο Μ.Κ.Δ. του 4 και του 9 είναι το 1)

Εφαρμογή   

Δημιουργώ ισοδύναμα κλάσματα
Να εκφράσετε με ισοδύναμα κλά-σματα τι μέρος του μήνα είναι οι 6 μέρες. Ποιο κλάσμα από όσα δημιουργήσατε είναι ανάγωγο;

Λύση:

Το ένα κλάσμα είναι το      , 
που δηλώνει ακριβώς 
το μέρος του όλου.

Μπορώ να απλοποιήσω με το 3 για να γίνει το κλάσμα δεκαδικό:


          = 
και να πολλαπλασιάσω κατόπιν 

με το δέκα :              =
ή να απλοποιήσω το αρχικό 

κλάσμα με το έξι:           =
για να γίνει ανάγωγο.

Απάντηση: Οι 6 μέρες είναι τα  
       ή         ή τα        ή αλλιώς το   

       του μήνα.

Ανάγωγο κλάσμα είναι το        . 
Αυτά είναι όλα τα ισοδύναμα κλάσματα που μπορούμε να δημιουργήσουμε; Συζητήστε το.

Ερωτήσεις για αυτοέλεγχο και συζήτηση
Στο κεφάλαιο αυτό συναντήσαμε τους όρους ισοδύναμα κλάσμα-τα και ανάγωγα κλάσματα. Εξήγησε τη σημασία τους με ένα παράδειγμα για κάθε περίπτωση.

Σημειώστε αν είναι σωστές ή λάθος και συζητήστε τις παρακάτω εκφράσεις:

( Στη μέθοδο «χιαστί» πολλαπλα- 

σιάζω τους αριθμητές των 
κλασμάτων μεταξύ τους.
( Ένα κλάσμα έχει άπειρα 
ισοδύναμα με αυτό κλάσματα.
( Η διαίρεση των όρων του κλάσμα-
τος με το Μ.Κ.Δ. τους, οδηγεί σε

ανάγωγο κλάσμα.



Κεφάλαιο 22ο 

Σύγκριση - Διάταξη κλασμάτων

Πώς θα μπούμε στη σειρά;


( Συγκρίνω ομώνυμα και ετερώνυμα κλάσματα.
( Διατάσσω τα κλάσματα κατά αύξουσα ή φθίνουσα σειρά.
( Τοποθετώ τα κλάσματα στην αριθμογραμμή.
( Μετατρέπω ετερώνυμα κλάσματα σε ομώνυμα.
Δραστηριότητα 1η
Πέντε φίλοι παρήγγειλαν τις δύο ίδιες πίτσες που φαίνονται στο παρακάτω σχήμα. Η μία πίτσα (α) ήταν χωρισμένη σε 8 κομμάτια και η άλλη (β) σε 6 κομμάτια.



(α) 
(β)
( Από την πρώτη πίτσα έφαγαν: ο Βασίλης, ο Γιώργος και η Μαρ-

γαρίτα τα      , τα      και το  
αντίστοιχα. Να συγκρίνεις τα με-ρίδια τους και να τα γράψεις κατά αύξουσα σειρά χρησιμοποιώντας 

το σύμβολο < ανάμεσα τους. 

……………………………………..

( Ο Γιώργος έφαγε τα      από 
την πρώτη πίτσα και ο Σωτήρης  

τα      από τη δεύτερη. Ποιος 
έφαγε περισσότερο;

( Αν συγκρίνουμε τα μερίδια του 
Γιώργου, ο οποίος έφαγε τα  
από την πρώτη πίτσα και του Λευτέρη  ο  οποίος  έφαγε  τα  
από τη δεύτερη, μπορούμε εύκολα να βρούμε ποιο είναι το μεγαλύτερο;

Τι μπορούμε να κάνουμε για να τα συγκρίνουμε; ………………..
……………………………………..
……………………………………..
Δραστηριότητα 2η
( Αφού πρώτα διατάξεις τα κλά-

σματα      ,       ,       ,        και   
κατά αύξουσα σειρά, τοποθέτησε αυτά που αντιστοιχούν στα σημεία Α και Β στην παρακάτω αριθμογραμμή: 
……………………………………..



( Ποια διαδικασία μας επιτρέπει να βρούμε ποιο κλάσμα παρεμ-βάλλεται ανάμεσα σε δύο άλλα;

Από τις προηγούμενες δραστηριότητες συμπεραίνουμε ότι μπορούμε να συγκρίνουμε τα κλάσματα και να τα διατάξουμε κατά αύξουσα ή φθίνουσα σειρά.
Σύγκριση κλασμάτων
Ανάμεσα σε δύο ομώνυμα κλά-σματα μεγαλύτερο είναι εκείνο που έχει το μεγαλύτερο αριθμητή.
Παράδειγμα

       >

Για να συγκρίνουμε ετερώνυμα κλάσματα, τα μετατρέπουμε πρώτα σε ομώνυμα. 
Παράδειγμα

     ,               =      ,        =

     <

Ειδικά για τα ετερώνυμα κλάσμα-τα που έχουν τον ίδιο αριθμητή, μεγαλύτερο είναι εκείνο με το μικρότερο παρονομαστή.


>
Τα ετερώνυμα κλάσματα μπορούν να μετατραπούν σε ισοδύναμα τους ομώνυμα, αν πολλαπλασιαστούν οι όροι τους με τον κατάλληλο αριθμό.
Παράδειγμα

     ,           Ε.Κ.Π. (5, 2) = 10


          =      ,                 =

Εφαρμογή 1η

Συγκρίνω κλάσματα με το νου
Για μερικές κατηγορίες κλασμά-των μπορούμε να κάνουμε προ-σεγγιστικούς υπολογισμούς με το νου. Ας συγκρίνουμε με το νου τα 

κλάσματα       ,       , και       .
Λύση

Το κλάσμα       εκφράζει έναν 
αριθμό που είναι κοντά στο 1, γιατί ο αριθμητής του είναι περί-που ίσος με τον παρονομαστή 

του. Το κλάσμα      εκφράζει έναν
αριθμό που είναι κοντά στο 0, γιατί ο αριθμητής του είναι πολύ μικρότερος από τον παρονομα-

στή του. Το κλάσμα       εκφράζει 
έναν αριθμό που είναι κοντά 
στο      , γιατί ο αριθμητής του 
είναι περίπου ίσος με το μισό του παρονομαστή του. 

Άρα       <      <
Εφαρμογή 2η  

Μετατρέπω ετερώνυμα κλάσματα σε ομώνυμα
Να διατάξετε κατά φθίνουσα σει-


ρά τα κλάσματα      ,       και    
αφού τα κάνετε ομώνυμα.

Λύση


Βρίσκουμε το Ε.Κ.Π. των παρο-νομαστών με ταυτόχρονες δια-

δοχικές διαιρέσεις: 
Ε.Κ.Π. (2, 9, 15) = 
2 ( 3 ( 3 ( 5 = 90. 
Κατόπιν διαιρούμε 
το Ε.Κ.Π. με κάθε  παρονομαστή, για να βρούμε με ποιον αριθμό θα πρέπει να πολ-λαπλασιάσουμε κάθε κλάσμα: 90 : 2 = 45,   90 : 9 = 10, 
90 : 15 = 6

Πολλαπλασιάζουμε κάθε κλάσμα με τον κατάλληλο αριθμό:


      =              =      , 

      =              =      , 

      =             =

Απάντηση: Τα αρχικά κλάσμα-

τα μετατράπηκαν στα ισοδύναμα τους ομώνυμα και είναι: 

       >       >        ή τα αρχικά 
κλάσματα        >         >        .
Ερωτήσεις για αυτοέλεγχο και συζήτηση
Στο κεφάλαιο αυτό μελετήσαμε τη σύγκριση και διάταξη ομώνυμων και ετερώνυμων κλασμάτων. Δώσε ένα δικό σου παράδειγμα για κάθε περίπτωση.


Σημειώστε αν είναι σωστές ή λάθος και συζητήστε τις παρακάτω εκφράσεις:


(      <      <
( Για να μετατρέψω 
τα ετερώνυμα κλά-
σματα σε ομώνυμα
πολλαπλασιάζω 
τους όρους τους με 
το Ε.Κ.Π. των παρο-

νομαστών τους.

Κεφάλαιο 23ο 


Προβλήματα με πρόσθεση και αφαίρεση κλασμάτων


Η σωστή ενέργεια!
( Προσθέτω και αφαιρώ κλάσματα.
( Λύνω απλά προβλήματα με δεκαδικούς, μεικτούς και κλά-σματα ακολουθώντας μια σειρά από βήματα.
Μερικές φορές η παρουσία των κλασμάτων σε ένα πρόβλημα προκαλεί ανησυχία για το πώς θα το λύσουμε. Αν συμβεί αυτό, θυμηθείτε ότι το κλάσμα είναι ένας αριθμός και στη θέση του θα μπορούσε να είναι ένας φυσικός ή δεκαδικός αριθμός.
Δραστηριότητα 1η
Διαβάζοντας στην ιστοσελίδα της Δ.Ε.Η. (www.dei.gr) στοιχεία σχετικά με την παραγωγή ενέρ-γειας για το 2003 διαπιστώσαμε ότι η ενέργεια που παράχθηκε στη χώρα μας από ανανεώσιμες πηγές ήταν πολύ μικρή. Παρα-κάτω παρουσιάζονται τα στοιχεία για την ενέργεια που παράχθηκε το 2003 σε θερμοηλεκτρικούς σταθμούς:

( Το 0,15 της ενέργειας παρά-χθηκε με τη χρήση πετρελαίου.

( Τα       παράχθηκαν με 
τη χρήση λιγνίτη. 

( Το       παράχθηκε με τη χρήση 
φυσικού αερίου.
( Η υπόλοιπη ενέργεια παράχθη-κε σε υδροηλεκτρικούς σταθμούς.

( Είναι εύκολο να υπολογίσουμε αμέσως αυτό το μέρος της ενέργειας; ………………………...
( Τι πρέπει να κάνουμε πριν προχωρήσουμε στις πράξεις για την επίλυση του προβλήματος; 
……………………………………..

……………………………………..

Δραστηριότητα 2η
Τα παιδιά θέλησαν να φυτέψουν στον κήπο του σχολείου φράουλες (ωριμάζουν στις αρχές Ιουνίου) και ρώτησαν αν υπάρχει καθόλου ελεύθερος χώρος. Ο δάσκαλος τους είπε: «Σωστή ενέργεια! Λοιπόν, το 0,1 του παρτεριού έχει γαρίφαλα, το  


έχει μαργαρίτες και τα       έχουν 
γκαζόν. Αν υπάρχει ελεύθερος χώρος, είναι δικός σας!».

( Πώς θα βρούμε αν υπάρχει χώρος; ……………………………
……………………………………..
( Γράψτε με τη σειρά τις ενέρ-γειες που πρέπει να κάνουν τα παιδιά για να βρουν τη λύση στο πρόβλημά τους: …………………
……………………………………..
( Κάντε τις πράξεις. Μετά χωρίστε το σχεδιάγραμμα του παρτεριού σε όσα μέρη πρέπει και βάψτε με κίτρινο το μέρος με τις μαργαρί-τες, με μοβ το μέρος με τα γαρίφαλα, με πράσινο το μέρος με το γκαζόν και με κόκκινο το μέρος με τις φράουλες.


Οι δραστηριότητες αυτές μας βοηθούν να καταλήξουμε στα παρακάτω συμπεράσματα:

Πρόσθεση και αφαίρεση κλασμάτων
Για να προσθέσουμε ή να αφαιρέσουμε ετερώνυμα κλάσματα, τα μετατρέπουμε πρώτα σε ομώνυμα.
Παράδειγμα

       +      =       +
Προσθέτουμε ομώνυμα κλάσματα προσθέτοντας τους αριθμητές τους. 
Παράδειγμα

       +      =             =

Αφαιρούμε ομώνυμα κλάσματα αφαιρώντας τους αριθμητές τους.

Παράδειγμα

       –      =             =

Όταν πρέπει να λύσω ένα πρόβλημα που έχει κλάσματα ή μεικτούς αριθμούς:
( Ελέγχω αν οι αριθμοί του προ-βλήματος είναι στην ίδια μορφή.

( Αν δεν είναι στην ίδια μορφή, τους μετατρέπω σε αριθμούς μιας μορφής.

( Αποφασίζω ποιες πράξεις πρέπει να κάνω.

( Εκτελώ τις πράξεις και ελέγχω το αποτέλεσμα.


Εφαρμογή 1η 

Η Μυρτώ κούρεψε τα       

του γκαζόν και ο αδερφός της ο 
Λευτέρης το      . Κούρεψαν όλο 
το γκαζόν; Αν όχι, πόσο έμεινε;

Λύση
( Οι αριθμοί του προβλήματος είναι στην ίδια μορφή.

( Αρκεί λοιπόν να τους προσθέσουμε για να δούμε αν το κλάσμα που θα προκύψει θα έχει αριθμητή και παρονομαστή ίσους. Αν ναι, τότε θα είναι ίσο με τη μονάδα, δηλαδή θα έχουν κουρέψει όλο το γκαζόν. Αν όχι, θα αφαιρέσουμε αυτό που θα βρούμε από το κλάσμα «μονάδα» για να βρούμε τη διαφορά τους:

(       +        Ε.Κ.Π. (5, 4) = 20.   

Άρα:          +          =      +      =
Άρα:         –        =        .

Απάντηση: Κούρεψαν τα       

του γκαζόν και μένουν ακόμη   για κούρεμα.

Εφαρμογή 2η  

Ένα δοχείο χωράει 3 λίτρα. Κά-

ποια στιγμή έχει 1      λίτρα νερό. 
Ποσό νερό χρειάζεται ακόμα για να γεμίσει;

Λύση
( Οι αριθμοί του προβλήματος δεν είναι στην ίδια μορφή. Θα τους μετατρέψουμε σε κλάσματα ομώνυμα, με παρονομαστή το 4. 

Έτσι: 3 =      +     +       =        και

1     =      +      =
( Τώρα θα αφαιρέσουμε το νερό που υπάρχει από τη συνολική χωρητικότητα του δοχείου για να βρούμε τη διαφορά τους:


      –      =      .   Δηλαδή

     +        ή 1     .

Απάντηση: Χρειάζεται ακόμη    

1     λίτρα νερού για να γεμίσει.
Ερωτήσεις για αυτοέλεγχο και συζήτηση
Στο κεφάλαιο αυτό μελετήσαμε την πρόσθεση και την αφαίρεση κλασμάτων καθώς και τη λύση απλών
προβλημάτων με κλάσματα. Σχεδίασε ένα σύντομο πρόβλημα που να λύνεται έτσι.


Σημειώστε αν είναι σωστές ή λάθος και συζητήστε τις παρακάτω εκφράσεις:

( Η ισότητα:

         +      =
είναι σωστή.
( Για να λύσω ένα 
πρόβλημα που οι
αριθμοί του είναι
φυσικοί, δεκαδικοί 
ή κλάσματα πρέπει 
πρώτα να τους με-

τατρέψω όλους στην
ίδια μορφή.



Κεφάλαιο 24ο 

Προβλήματα με πολλα-

πλασιασμό και διαίρεση κλασμάτων
Ό,τι κι αν κάνεις, εγώ θα πολλαπλασιάζοµαι

( Πολλαπλασιάζω και διαιρώ κλάσματα.
( Λύνω προβλήματα υπολογι-σμού του κλασματικού μέρους ενός ποσού.
( Υπολογίζω αριθμητικές παρα-στάσεις που περιέχουν κλάσματα.
Η φράση «το κλάσμα ενός αριθμού» μπορεί να εννοηθεί ως ο πολλαπλασιασμός του 
κλάσματος με τον αριθμό αυτό. 

Για παράδειγμα, τα       του 12 


είναι      ( 12.
Δραστηριότητα 1η
Η μαμά σου έχει φτιάξει ένα μικρό ορθογώνιο κέικ, από το οποίο 
κόβεις το     . Από αυτό το κομ-

μάτι τρως τα       . Αν προσπαθή-

σεις να υπολογίσεις με κλάσμα το μέρος που έφαγες, το κλάσμα αυτό θα είναι μεγαλύτερο ή μικρότερο από τα κλάσματα

      και      ; ………………………..
( Να σχεδιάσεις στο παρακάτω σκίτσο το μέρος του ολόκληρου κέικ που έφαγες.

( Πόσο μέρος του κέικ έφαγες;
……………………………………
( Ποια πράξη θα κάνουμε για να 

βρούμε πόσο είναι τα       του     ;
……………………………………..

( Είναι το κλάσμα αυτό μεγαλύτε-

ρο ή μικρότερο από τα      και     .
……………………………………..

Δραστηριότητα 2η
Πήγα σε ένα γαλακτοκο-

μικό αγρόκτημα και αγόρασα γάλα σε ένα δοχείο 10 λίτρων. Το δοχείο δεν χωράει στο ψυγείο μου. Έτσι θέλω να το μεταγγίσω σε δοχεία των 2 λίτρων.
( Πόσα δοχεία χρειάζομαι; 
……………………………………..
( Γράψε την πράξη που έκανες: 

……………………………………..
Ας υποθέσουμε τώρα ότι αγόρα-

σα το      λίτρο γάλα και θέλω να 
το μεταγγίσω σε μικρές ατομικές 

κανάτες του       λίτρου για να τις 
σερβίρω με τον καφέ.
( Πόσες ατομικές κανάτες χρειά-ζομαι; …………………………….
( Γράψε την πράξη που πρέπει 
να κάνεις: ………………………...
( Γνωρίζεις ότι η διαίρεση και ο πολλαπλασιασμός είναι αντίστρο-φες πράξεις. Άρα, αντί να διαιρέ-σεις δυο αριθμούς, μπορείς να πολλαπλασιάσεις τον πρώτο με τον αντίστροφο του δεύτερου.

( Δοκίμασε τώρα να κάνεις την προηγούμενη πράξη αντιστρέ-φοντας το δεύτερο κλάσμα 
……………………………………..

( Είναι λογικό το αποτέλεσμα;
……………………………………..
……………………………………..
Οι δραστηριότητες αυτές μας οδηγούν στα παρακάτω συμπεράσματα:

Πολλαπλασιασμός και διαίρεση κλασμάτων
Για να πολλαπλασιάσουμε κλάσματα, πολλαπλασιάζουμε αριθμητή με αριθμητή και παρονομαστή με παρονομαστή.

Παράδειγμα

     (      =           =       ή 
Για να διαιρέσουμε δύο κλάσματα, αντιστρέφουμε τους όρους του δεύτερου κλάσματος και κάνουμε πολλαπλασιασμό.

Παράδειγμα

     :     =     (      =         =       ή 1 

Υπολογίζω μια αριθμητική παράσταση που έχει κλάσματα ή μεικτούς αριθμούς
( Εκτελώ τις πράξεις από αριστερά προς τα δεξιά, με τη γνωστή σειρά (πρώτα δυνάμεις, πολλαπλασιασμοί, διαιρέσεις και μετά προσθέσεις, αφαιρέσεις).

Αν υπάρχουν παρενθέσεις, κάνω τις πράξεις πρώτα μέσα σ’ αυτές με την ίδια σειρά. 

( Μετατρέπω τους αριθμούς, σε όποια μορφή χρειάζεται για να κάνω πράξεις.

 Εφαρμογή 1η 

Κλασματικό μέρος ενός ποσού

Το κόστος ενός αυτοκινήτου για 
τον αντιπρόσωπο είναι τα      της 
τιμής πώλησης. Το αυτοκίνητο πουλιέται 12.500 €. Να βρείτε πό-σο κοστίζει στον αντιπρόσωπο.

Λύση
Μπορώ να υπολογίσω το κλα-σματικό μέρος ενός ποσού (τα  του 12.500) με δυο τρόπους:

Α. Αναγωγή στην κλασματική 
μονάδα: Βρίσκω πρώτα το      

του 12.500 (12.500 : 5 = 2.500)

και  μετά  βρίσκω  τα      

(4 ( 2500 = ……….).

Β. Αρκεί να πολλαπλασιάσω το κλάσμα με το ποσό 

(     ( 12500 …… ). Πολλαπλασιά-

ζω κλάσμα με φυσικό αριθμό, πολλαπλασιάζοντας τον αριθμη-τή του με τον αριθμό αυτό (σαν να ήταν ο αριθμός κλάσμα με 

παρονομαστή το 1):     ( 12500 =

                =             = …………
Απάντηση: Το αυτοκίνητο κοστί-ζει στον αντιπρόσωπο ………. €.


Εφαρμογή 2η 

Μεικτές αριθμητικές παραστάσεις
Να υπολογίσετε την τιμή της αριθμητικής παράστασης: 

 4 (      + 0,2 +       :  3 – 1    

Λύση – Απάντηση
( Κάνω πρώτα τις πράξεις μέσα στις παρενθέσεις, με τη σειρά που πρέπει:

 4 (      + 0,2 +       :  3 – 1        =

=  —– + 0,2 +        : …… —–  

( Μετατρέπω το δεκαδικό και το μεικτό αριθμό σε κλάσματα, για να συνεχίσω τις πράξεις: 
(—– + —– + —–): —– = ………..
……………………………………..
Ερωτήσεις για αυτοέλεγχο και συζήτηση
Στο κεφάλαιο αυτό μελετήσαμε τον πολλαπλασιασμό και τη διαίρεση κλασμάτων και τον υπολογισμό μεικτών αριθμητικών παραστάσεων. Σχεδίασε ένα σύντομο πρόβλημα που να λύνεται έτσι.


Σημειώστε αν είναι σωστές ή λάθος και συζητήστε τις παρακάτω εκφράσεις:


( Η ισότητα:       (       =      (      = 

είναι σωστή.

( Για να βρούμε το μισό του      αρκεί

να το πολλαπλασιάσουμε με το      .

Ανακεφαλαίωση

Αριθμοί και πράξεις
Δίνω… λογαριασμό

Αριθμοί

( Φυσικοί αριθμοί 
(  0   1   2   3   4   …
( Δεκαδικοί αριθμοί
( 0,1   1,05   80,5   100,2   0,03 …
Αξία θέσης

Η διαφορετική αξία που αποκτά ένα ψηφίο ανάλογα με τη θέση στην οποία βρίσκεται στον αριθμό.

Πράξεις
( Πρόσθεση
ιδιότητες της πρόσθεσης

( 5 + 3 = 3 + 5 
( (5 + 3) + 7 = 5 + (3 + 7)
( Αφαίρεση

( 7 – 3 = 4 


4 + 3 = 7  


7 – 4 = 3 
( Πολλαπλασιασμός

ιδιότητες του πολλαπλασιασμού

( 8 ( 6 = 6 ( 8

( (8 ( 6) ( 5 = 8 ( (6 ( 5)

( 8 ( (6 + 5) = 8 ( 6 + 8 ( 5

( 8 ( (6 – 5) = 8 ( 6 – 8 ( 5

( Διαίρεση 


( τέλεια Δ : δ = π 

Δ : π = δ 

π ( δ = Δ 
( ατελής Δ = δ ( π + υ

Σειρά των πράξεων

( παρενθέσεις – πολλαπλασιασμοί και διαιρέσεις – προσθέσεις και αφαιρέσεις

Ειδικά θέματα

( Διαιρέτες

( Οι αριθμοί που διαιρούν έναν αριθμό
( Μ.Κ.Δ.
( Ο μεγαλύτερος από τους κοινούς διαιρέτες

( Πρώτοι αριθμοί 
( Αριθμοί με μόνους διαιρέτες το 1 και τον εαυτό τους 

( Παραγοντοποίηση αριθμού
( Ανάλυση του αριθμού σε γινόμενο πρώτων αριθμών

( Πολλαπλάσια
( 0, α, 2α, 3α, 4α, 5α, ...

( Ε.Κ.Π.

( Το μικρότερο από τα κοινά πολλαπλάσια

( Δυνάμεις
( 5α = 5 ( 5 ( 5 ( 5 ( … ( 5 
α φορές

( Έκφραση αριθμού με τη βοήθεια δύναμης του 10

( 6.000.000.000 = 6 ( 109 

Κλάσματα
( Κλασματικοί αριθμοί
ως μέρος του όλου 
ως πηλίκο διαίρεσης
( Οι αριθμοί που γράφονται 
(ο αριθμός β ≠ 0)

τα 3 από τα 5 είναι τα 
3 : 5 = 
( Ισοδύναμα κλάσματα
(       =      = 

1η Άσκηση
Δείξε πάνω στην αριθμογραμμή με μια γραμμή τη σωστή θέση για κάθε καρτελάκι.



2η Άσκηση
Η πρώτη πράξη 
στη διπλανή κάρτα 
δηλώνει ότι 17 ( 6 = 102.

Με αυτή τη βοήθεια πώς μπο-ρείς να υπολογίσεις με το νου το αποτέλεσμα της δεύτερης πρά-ξης; Να εξηγήσεις τη σκέψη σου.

……………………………………..
……………………………………..
……………………………………..
……………………………………..
……………………………………..
……………………………………..
……………………………………..
3η Άσκηση
Να γράψεις με κλάσμα 
και με δεκαδικό αριθμό 
το σκιασμένο μέρος του κύκλου.
Πρόβλημα
Να γράψετε με την ομάδα σου ένα πρόβλημα χρησιμοποιώντας 

τα κλάσματα       και       και να το λύσετε.
……………………………………..
……………………………………..
……………………………………..
……………………………………..
……………………………………..
……………………………………..
……………………………………..
……………………………………..
Λύση
Απάντηση: ………………………
……………………………………..
Περιεχόμενα 3ου τόμου

1η Θεματική Ενότητα (συνέχεια)
19. Τι πλάσμα είναι αυτό 
το… κλάσμα; (Κλάσματα 
ομώνυμα και ετερώνυμα)
7 
20. Ποιος θα με βοηθήσει στο 
μοίρασμα; (Το κλάσμα ως 
ακριβές πηλίκο διαίρεσης)
18 

21. Μπορώ να λέω το ίδιο 
και μ’ άλλα λόγια! 
(Ισοδύναμα κλάσματα
30 
22. Πώς θα μπούμε στη 
σειρά; (Σύγκριση - διάταξη κλασμάτων
40 

23. Η σωστή ενέργεια! 
(Προβλήματα με πρόσθεση 
και αφαίρεση κλασμάτων
51  

24. Ό,τι κι αν κάνεις εγώ θα 
πολλαπλασιάζομαι! (Προβλή-ματα με πολλαπλασιασμό 
και διαίρεση κλασμάτων)
63  

Δίνω … λογαριασμό. (Ανακεφαλαίωση για τη θεματική ενότητα 1: 
Αριθμοί και Πράξεις)
75

Με απόφαση της Ελληνικής Κυβέρνησης τα διδακτικά βιβλία του Δημοτικού, του Γυμνασίου και του Λυκείου τυπώνονται από τον Οργανισμό Εκδόσεως Διδακτι-κών Βιβλίων και διανέμονται δωρεάν στα Δημόσια Σχολεία. Τα βιβλία μπορεί να διατίθενται προς πώληση, όταν φέρουν βιβλιόσημο προς απόδειξη της γνησιότη​τάς τους. Κάθε αντίτυπο που διατίθεται προς πώληση και δε φέρει βιβλιόσημο, θεωρείται κλεψίτυπο και ο παραβάτης διώκεται σύμφωνα µε τις διατάξεις του άρθρου 7, του Νόμου 1129 της 15/21 Μαρτίου 1946 (ΦEK 1946, 108, A΄).


Απαγορεύεται η αναπαραγωγή οποιουδήποτε τμήματος αυτού του βιβλίου, που καλύπτεται από δικαιώματα (copyright), ή η χρήση του σε οποιαδήποτε μορφή, χωρίς τη γραπτή άδεια του Παιδαγωγικού Ινστιτούτου.
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